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Resumen
El flujo combinado consiste de un flujo oscilatorio superpuesto sobre una corriente
constante. En este trabajo se estudia flujo combinado en la cercan´ıa de una pared
r´ıgida mediante simulacio´n nume´rica directa (DNS, por Direct Numerical Simulation)
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Este tipo de flujos se presenta, por ejemplo, en
ambientes costeros donde corrientes marinas se superponen a las olas, flujo de sangre,
a´labes de turboma´quinas, o flujo cruzado entre subcanales de elementos combustibles
nucleares. Las simulaciones se realizaron para un nu´mero de Reynolds basado en la
frecuencia y amplitud de oscilacio´n de 4.95E5 en re´gimen de transicio´n turbulento y la
relacio´n entre la magnitud del gradiente de presio´n constante y oscilatorio que fuerza el
fluido se vario´ entre valores de 0.005 y 0.2. Estos para´metros corresponden al re´gimen
dominado por las oscilaciones, con frecuencias bajas. El trabajo se focaliza en el ana´lisis
de las velocidades medias, las tensiones de corte totales, la energ´ıa cine´tica turbulenta
y las componentes de la ecuacio´n de balance de la misma. Los resultados obtenidos
demuestran que para el caso con mayor componente de correntada el comportamiento
corresponde a un flujo cuasiestacionario cuyas propiedades no dependen del avance
temporal si se utiliza la escala correspondiente para cada momento de tiempo. Por su
parte para los casos dominados por la oscilacio´n se muestra que, para las amplitud
seleccionadas, el comportamiento es similar al correspondiente a una oscilacio´n pura
con diferencias menores. En los casos de transicio´n el comportamiento se asemeja al
estacionario para fases lejos de los mı´nimos del corte en la pared.
Palabras clave: FLUJO COMBINADO, TURBULENCIA NO ESTACIONARIA,
FLUJO TURBULENTO OSCILATORIO, FLUJO EN UN CANAL, SIMULACIO´N
NUME´RICA DIRECTA, ENERGI´A CINE´TICA TURBULENTA, FLUJO DE COR-
TE.
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Abstract
Combined flow is the superposition of a oscillatory flow and a stationary current.
In the present work the turbulent boundary combined flow is studied, using direct
numerical simulations (DNS) of the Navier-Stokes equations. These type of flows are
relevant in coastal regions where waves are in the presence of maritime currents, blood
flow, turbomachines blades or crossflow between subchannels of nuclear fuel elements.
Simulations were performed using a wave Reynolds number, based on the amplitude
and frequency of oscillation, of 4.95E5 in the transition to fully turbulent regime. The
ratio between the current pressure gradient and the amplitude of oscillatory gradient
used in the simulations spans between 0.005 and 0.2 corresponding to the low frequency
wave-dominated regime. The present work is focused on the study of mean velocities,
total shear stress, turbulent kinetic energy (TKE) and the TKE budget. It is found
that for the case with the greatest current component the flow behaviour follows a
quasistationary regime, for which properties do not show a temporal dependence as
long as the correct instantaneus scales are used. For the wave dominated cases it is
shown that the flow behaviour follows closely the wave case with minor differences.
For transitional cases and for phases away from the minimum shear stress the flow
behaviour follows the current dominated one.
Keywords: COMBINED FLOW, UNSTEADY TURBULENCE, TURBULENT OS-
CILLATORY FLOW, CHANNEL FLOW, DIRECT NUMERICAL SIMULATION,
TURBULENT KINETIC ENERGY, SHEAR FLOW.
x
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1. Flujo combinado
El flujo combinado corresponde a la superposicio´n de un flujo estacionario y otro
variable en el tiempo, por ejemplo, el flujo estacionario en un canal superpuesto a un
flujo oscilatorio. Este tipo de flujo corresponde a un flujo turbulento no estacionario,
donde las variables medias principales del mismo (velocidad, presio´n, etc) var´ıan en el
tiempo.
Este tipo de flujos se presentan en multitud de situaciones, tanto en la naturaleza
como en casos de intere´s de ingenier´ıa. En la naturaleza el principal ejemplo es el flujo
mar´ıtimo cerca de las costas [1, 4], producto de las corrientes costeras cerca del fondo
y las olas mar´ıtimas en la superficie Figura 1.1. Dada la importancia de las formas del
fondo en la dina´mica del lecho marino Figura 1.2 ha sido de gran intere´s estudiar el
transporte de sedimentos debido al flujo combinado. Los estudios en esta rama han sido
principalmente experimentales y han tenido su foco en el transporte de sedimentos, por
lo que el comportamiento de propiedades tales como la energ´ıa cine´tica turbulenta o
los perfiles de velocidad media no han sido estudiados en detalle.
Otro caso de intere´s en la naturaleza es el flujo sangu´ıneo. La sangre es transportada
por los vasos sangu´ıneos producto del gradiente de presio´n oscilatorio impuesto por el
corazo´n. Este gradiente oscila alrededor de un valor medio, entre un mı´nimo (presio´n
dia´stolica) y ma´ximo (presio´n sito´lica), ver Figura 1.3.
Los casos de intere´s en ingenier´ıa donde se presenta turbulencia no estacionaria son
muchos y muy variados. Por ejemplo, el desprendimiento de vo´rtices de von Karma´n
detra´s del borde de fuga de un avio´n para los a´ngulos de ataque elevado presentes
durante el despegue y aterrizaje, produciendo un gradiente de presio´n oscilatorio sobre
1
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Figura 1.1: Esquema de la disposicio´n t´ıpica de la direccio´n de la corriente y las olas en
ambientes costeros.
Figura 1.2: Posibles formas del fondo mar´ıtimo, producto del flujo oscilatorio, de [1]. En (A)
crestas bidimensionales paralelas entre si, en (B) crestas con una componente tridimensional
pero mayormente paralelas, y crestas totalmente tridimensionales en (C).
Figura 1.3: Evolucio´n temporal de la presio´n sangu´ınea, caso t´ıpico.
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Figura 1.4: Turbulencia no estacionaria durante el aterrizaje de un avio´n.
Figura 1.5: Vorticidad producida detra´s de la he´lice de un barco, de [2].
el mismo, Figura 1.4. Otro caso de intere´s es detra´s de la he´lice de un barco, donde
los vo´rtices generados por la misma causan un efecto similar [2], Figura 1.5. Tambie´n
se presenta este tipo de flujos alrededor de los elementos combustibles en el nu´cleo
de un reactor nuclear. Debido a la esbeltez de los elementos e´stos pueden vibrar al
fluir el refrigerante/moderador en direccio´n vertical, generando flujos turbulentos no
estacionarios combinados, [3], Figura 1.6.
En este trabajo se estudia flujo combinado en un canal con el objetivo de estudiar
en detalle la turbulencia de flujo combinado.
1.2. Antecedentes
El mayor intere´s en estudios previos sobre flujo oscilatorio y combinado ha sido para
casos en que la parte variable en el tiempo responde a una perturbacio´n sinusoidal.
El caso laminar es bien conocido (ver por ejemplo [5]) y responde a la solucio´n de
los problemas de Stokes, presentando una capa l´ımite oscilatoria caracterizada por
el espesor δs =
√
2ν/ω, siendo ν la viscosidad cinema´tica del fluido y ω = 2pi/T
la frecuencia de oscilacio´n, con T el periodo. Para flujos turbulentos este para´metro
es inapropiado ([6]), por lo que [7] introduce el valor de la frecuencia en unidades
de pared, ω+ = ων/u2∗ ≡ 2/δ+2s , con u∗ la velocidad de friccio´n media del flujo y
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Figura 1.6: Flujo alrededor de los elementos combustibles de un reactor nuclear, de [3].
utilizando δ+s como distancia caracter´ıstica. La frecuencia ω
+ es ampliamente utilizada
en la literatura posterior sobre el tema, pudiendo usualmente diferenciar reg´ımenes
claramente distintos en el comportamiento del flujo segu´n su valor ([8–10]).
Los principales antecedentes en el tema se resumen en la Tabla 1.1 y la Figura 1.7.
Se introduce la relacio´n entre la velocidad oscilatoria y media en el centro del canal,
auc ≡ uosc/ucorr. Los casos en que auc > 1, es decir, cuando los flujos son dominados por
la oscilacio´n, solo han sido estudiados en detalle por [11], [12], y de manera ma´s general
por [13]. Sin embargo, estos estudios han sido en el rango de las altas frecuencias, por
lo que queda por caracterizar el comportamiento para frecuencias bajas y cercanas al
re´gimen cuasiesta´tico con auc > 1. Adema´s, todos los estudios, exceptuando [13], se
han realizado para casos en que el valor de Reω = ωA/ν, con A siendo la amplitud
de la excursio´n de velocidad en el centro del canal, no es suficiente para alcanzar el
re´gimen turbulento (Reω < 1.6×105, de [11] ), de modo que la turbulencia es generada
u´nicamente por la componente de flujo medio y la modulacio´n en amplitud sigue la
solucio´n laminar de Stokes. En orden cronolo´gico los principales trabajos en el tema
han sido los siguientes:
Mao y Hanratty (1994) [14]: relaciona el flujo combinado con el flujo sobre una
superficie ondulada. Muestran que la oscilacio´n no afecta las propiedades promediadas
del flujo, especialmente el corte en la pared y la intensidad de la turbulencia. Para
frecuencias altas el flujo puede describirse adecuadamente con la solucio´n laminar. Sin
embargo, para las frecuencias ma´s altas estudiadas encuentran que la amplitud del
corte en la pared y su desfasaje respecto a la velocidad central son menores que para
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los casos laminares. A frecuencias altas la turbulencia se ve afectada por las oscilaciones
principalmente en la subcapa viscosa, sin afectar las propiedades medias.
Tardu et al. (1994) [7]: encuentran que las propiedades medias, con la excepcio´n de
la intensidad de la turbulencia en la regio´n interna del flujo, no se ven afectadas por
la oscilacio´n incluso cuando existe inversio´n del flujo cerca de la pared. Solo cuando
δ+s < 10 la modulacio´n de la velocidad y el corte se ven afectadas por la turbulencia.
Para δ+s = 10 a 13 existe un cambio en la produccio´n de turbulencia, argumentando
que para frecuencias mayores el flujo es un flujo tapo´n y para frecuencias menores se
acerca a la solucio´n cuasiesta´tica. La fase de la velocidad y el corte se separan de la
solucio´n laminar de Stokes al aumentar la frecuencia.
Lodahl et al. (1998) [13]: estudian un rango amplio de condiciones, variando los
nu´meros de Reynolds asociados a la oscilacio´n, la correntada y la relacio´n entre el
radio del ducto y δs. Reportan que para que las propiedades medias del flujo se vean
afectadas por la oscilacio´n se debe cumplir que auc > 1. En este caso la turbulencia
se asemeja al caso puramente oscilatorio, con una variacio´n en el valor del corte en
la pared dependiendo si el flujo oscilatorio es turbulento o laminar. Proponen que la
causa de esto es la relaminarizacio´n del flujo durante parte del ciclo.
Scotti y Piomelli (2001) [10]: reportan que la estructura del flujo es dominada por
fluctuaciones que se originan a una distancia δs de la pared y son transmitidas al
centro, como una onda atenuada con velocidad ω+δ+t . Adema´s destaca las estructuras
turbulentas en frecuencias bajas: en la fase de aceleracio´n se generan formas elongadas
cerca de la pared, que luego se transmiten a todo el canal durante la mitad del primer
semiciclo de oscilacio´n, antes de que comience el semiciclo de desaceleracio´n.
He y Jackson (2009) [8]: reportan que la variacio´n de la modulacio´n de amplitud se
ve modificada al variar la frecuencia. Para frecuencias altas, las propiedades del flujo se
congelan en el centro del canal, con la amplitud de la modulacio´n de velocidad constante
y exhibiendo un comportamiento de flujo de tapo´n. Al igual que [10] encuentran que
la turbulencia se genera en la regio´n cercana a la pared y luego se propaga hacia el
interior del canal.
Manna et al. (2012) y (2015)[11, 12]: estudian el caso de frecuencias altas dominados
por la oscilacio´n. Muestran que la solucio´n laminar de Stokes es valida, incluso cuando
existe relaminarizacio´n, debido a que la turbulencia en los casos estudiados solo es pro-
ducida por la corriente media. Sin embargo, los perfiles medios de velocidad presentan
diferencias con la solucio´n estacionaria, mostrando que existe un acoplamiento en una
direccio´n (la oscilacio´n afecta las propiedades del flujo medio, pero no al reve´s).
Papadopoulos y Vouros (2016) [9]: reportan que para flujos dominados por la co-
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rriente y de alta frecuencia es valida la solucio´n laminar de Stokes. Adema´s encuentra
que para las condiciones estudiadas los valores medios siguen los resultados estaciona-
rios. Finalmente, destacan que la frecuencia es el para´metro que controla el flujo, y no
la relacio´n de amplitud auc para casos en que auc < 1.
Figura 1.7: Antecedentes bibliogra´ficos en flujo combinado, el taman˜o de los s´ımbolos es
proporcional a Re∗. Se marca adema´s la direccio´n de α creciente.
Autor Me´todo, geometr´ıa Re∗ ω+ auc
Trabajo actual DNS, canal 280-1770 0.0002-0.01 0.52-10.1
Manna et al. (2012, 2015)[11, 12] DNS, ducto 107-197 0.14-0.48 0.76-8.19
Papadopoulos y Vouros (2016) [9] DNS, ducto ∼180 0.043-0.346 0.16-0.63
Scotti y Piomelli (2001) [10] LES/DNS, canal 350 0.0004-0.1 ∼0.7
Weng et al. (2016) [15] DNS, canal 350 0.001-0.04 0.1
He y Jackson (2009)[8] exp., ducto 440-840 0.006-0.04 0.2-0.47
Mao y Hanratty (1994)[14] exp., ducto 470 0.014-0.05 0.19-0.377
Sundstrom et al. (2016)[16] exp., ducto 900 0.003-0.03 0.075-0.1
Tardu et al. (1994) [7] exp., canal 400-700 0.004-0.03 0.1-0.7
Tabla 1.1: Antecedentes bibliogra´ficos. Los valores se obtuvieron a partir las descripciones
dadas en las respectivas publicaciones. Para [7] los valores de Re∗ se obtuvieron de [15].
Dados los antecedentes descriptos, es claro que existe una vacancia en el estudio de
los reg´ımenes de frecuencias bajas y dominados por la oscilacio´n auc > 1. Adema´s los
valores de Reω empleados esta´n en el re´gimen laminar para la componente oscilatoria
del flujo, lo que en consecuencia determina que el origen de las propiedades turbulentas
se debe al flujo de correntada. Queda entonces por caracterizar el comportamiento
para frecuencias bajas y cercanas al re´gimen cuasiesta´tico en auc > 1, donde adema´s
se elige extender el ana´lisis a la regio´n de transicio´n de 0.5 < auc < 1 para observar
el comportamiento en situaciones en que la correntada y la oscilacio´n son del mismo
orden.
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1.3. Resumen del trabajo realizado
En el presente trabajo se realizo´ la simulacio´n de ocho casos de flujo en un canal
(uno puramente oscilatorio y siete combinados) con un nu´mero de Reynolds oscilatorio
de Reω = ωA/ν = 4.95× 105. Se presentan los resultados obtenidos para propiedades
promediadas en el tiempo y por ensamble. Adema´s se realiza un estudio detallado de
la energ´ıa cine´tica turbulenta y su balance a lo largo del ciclo de oscilacio´n dentro del
canal. Las simulaciones se realizaron mediante un co´digo pseudoespectral desarrollado
en FORTRAN 77, implementado con el paradigma de memoria compartida OpenMP.
El trabajo se encuentra dividido en 4 cap´ıtulos. En el Cap´ıtulo 2 se presentan las
ecuaciones de conservacio´n para un flujo incompresible, las soluciones para el flujo
estacionario y oscilatorio en un canal, una breve descripcio´n del flujo combinado y sus
reg´ımenes, el modelo computacional y el promediado de datos empleado. En el Cap´ıtulo
3 se presentan los resultados de las simulaciones realizadas. Finalmente en el Capitulo
4 se dan las conclusiones finales del trabajo respecto de los resultados obtenidos y
sugerencias para trabajos futuros.
El postprocesamiento de los datos se realizo mediante co´digos escritos en Fortran
90 y Python 3.5. Por su parte para la visualizacio´n y realizacio´n de gra´ficos se empleo´
Python 3.5 e Inkscape v1.1 para la edicio´n de ima´genes. Esta tesis fue escrita en
LATEX 2ε.
Cap´ıtulo 2
Modelo matema´tico y nume´rico
2.1. Ecuaciones de conservacio´n
Dada una propiedad Q(~r, t) del fluido, su velocidad de cambio en un sistema de
referencia euleriano esta´ definida como
DQ
Dt
=
∂Q
∂t
+ ~u · ∇Q ≡ ∂Q
∂t
+ ui
∂Q
∂xi
, (2.1)
donde ~u es la velocidad del fluido. DQ/Dt es la derivada material de Q y representa
la velocidad de cambio de una propiedad siguiendo una part´ıcula de fluido. El termino
∂Q/∂t corresponde a la derivada local de la propiedad, y es nula para flujos estaciona-
rios. Por su parte ~u · ∇Q se conoce como la derivada advectiva, ya que representa los
cambios en Q debido a la adveccio´n de una part´ıcula de una posicio´n a otra donde el
valor de Q es distinto.
La ecuacio´n de conservacio´n de masa, o ecuacio´n de continuidad es:
1
ρ
Dρ
Dt
+∇ · ~u = 0. (2.2)
Para un flujo incomprensible se tiene que Dρ/Dt = 0, por lo tanto
∇ · ~u = 0, (2.3)
es decir, el flujo es solenoidal (de divergencia nula) independientemente si el mismo es
estacionario o no.
La conservacio´n de momento se puede obtener al plantear las tensiones en la su-
perficie de un elemento que se mueve con el fluido. Se obtiene para cada direccio´n:
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ρ
Dui
Dt
=
∂τij
∂xj
− ρ∂G
∂xi
, (2.4)
donde τij es el tensor de tensiones en el elemento y G es la funcio´n potencial de fuerzas
volume´tricas. En un fluido newtoniano e incompresible, la ecuacio´n anterior se puede
escribir como
ρ
Dui
Dt
= µ
∂2ui
∂xj∂xj
− ∂p
∂xi
− ρ∂G
∂xi
, (2.5)
o de manera equivalente
D~u
Dt
= −1
ρ
∇ (p+G) + ν∇2~u, (2.6)
donde p es la presio´n hidrosta´tica del fluido, µ la viscosidad dina´mica y ν ≡ µ/ρ
la viscosidad cinema´tica. Esta ecuacio´n se conoce como ecuacio´n de Navier-Stokes y
describe el movimiento de un fluido newtoniano. Para ma´s detalles, ver por ejemplo
[17].
2.2. Descripcio´n de la turbulencia
Descomposicio´n de Reynolds
En re´gimen turbulento, la velocidad del fluido presenta fuertes fluctuaciones. Te-
niendo una propiedad instanta´nea f(~r, t), para una posicio´n ~r y un tiempo t, e´sta se
puede descomponer una componente media 〈f〉 (~r, t) y una perturbacio´n (o fluctuacio´n)
f ′(~r, t):
f(~r, t) = 〈f〉 (~r, t) + f ′(~r, t), (2.7)
conocida como descomposicio´n de Reynolds. Ver Figura 2.1. En la misma se toma como
ejemplo la velocidad instanta´nea u(t) la cual es la suma de una componente media 〈u〉,
que en este caso depende del tiempo, y una componente de perturbaciones u′(t).
El te´rmino 〈f〉 no es ma´s que el valor medio de la variable aleatoria f en el espacio
muestral adecuado. Dependiendo del tipo de flujo en consideracio´n e´ste valor se puede
obtener a partir de distintos tipos de promediado. Para un flujo estacionario, se pueden
promediar los valores durante un tiempo de muestreo tf :
〈f〉t =
1
tf
∫ tf
0
f(~r, t)dt. (2.8)
En el caso de que el flujo sea homoge´neo en una direccio´n x de longitud Lx, el promedio
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Figura 2.1: Descomposicio´n de Reynolds de un flujo turbulento. La velocidad instanta´nea u(t)
se compone de la suma de una componente media 〈u〉 (t) y una perturbacio´n u′(t).
sera´:
〈f〉x =
1
Lx
∫ Lx
0
f(~r, t)dx. (2.9)
Si la propiedad f varia en el tiempo con periodo T , es posible promediar un nu´mero
N de periodos entre s´ı obteniendo un promedio de ensamble:
〈f〉N =
1
N
N∑
i=0
f(~r, t+ iT ). (2.10)
Co´mo se vera´ en las secciones siguientes, el flujo de intere´s para el presente trabajo es
no-estacionario, perio´dico de per´ıodo T y homoge´neo en las direcciones horizontales x
e y, por lo que el promediado a utilizar, para una variable f(x, y, z, t), sera´:
f(z) =
1
NLxLy
N∑
i=0
∫ Lx
0
∫ Ly
0
f(x, y, z, t+ iT )dydx. (2.11)
El valor medio definido en la ec. (2.11) tiene las siguientes propiedades de utilidad:
〈f + q〉 = 〈f〉+ 〈q〉
〈cf〉 = c 〈f〉 , c = constante〈
∂f
∂xi
〉
=
∂ 〈f〉
∂xi〈
∂f
∂t
〉
=
∂ 〈f〉
∂t
〈f ′〉 = 0.
(2.12)
Realizando la descomposicio´n de Reynolds en la ecuacio´n de continuidad, ec. (2.3),
se tiene
∇ · ~u = ∇ ·
(
~〈u〉+ ~u′
)
= 0,
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y utilizando las propiedades (2.12) se llega a que
∇ · ~〈u〉 = 0
∇ · ~u′ = 0,
(2.13)
es decir que tanto el campo de velocidades medias como de perturbaciones son solenoi-
dales.
Por su parte, la ecuacio´n de Navier-Stokes, ec. (2.6), es ma´s compleja debido al
termino advectivo no lineal. Los detalles de la obtencio´n del valor medio de la ecuacio´n
de momento se pueden leer en, por ejemplo, [18]. El resultado es el siguiente:
D ~〈u〉
Dt
= −1
ρ
∇ (〈p〉+ 〈G〉) + ν∇2 ~〈u〉+∇ · τRe. (2.14)
Esta ecuacio´n es ide´ntica a la ecuacio´n (2.6) salvo por la aparicio´n de las perturba-
ciones τReij = −〈uiuj〉. Este te´rmino se conoce como tensiones de Reynolds y con-
densa el comportamiento de la turbulencia. As´ı como el te´rmino de tensiones viscosas
µ
(
∂ 〈ui〉
∂xj
+
∂ 〈uj〉
∂xi
)
representa la transferencia de momento a nivel molecular, las ten-
siones de Reynolds equivalen a una transferencia de momento debido al campo de
velocidades fluctuante.
Para un campo de velocidades tridimensional se tienen cuatro ecuaciones lineal-
mente independientes: la ecuacio´n de continuidad de la velocidad media y las tres
componentes de la ecuacio´n de momento para el flujo medio, ec. (2.14). Sin embargo,
la ecuacio´n 2.14 introduce las tensiones de Reynolds como inco´gnitas adicionales. Este
problema, el tener ma´s inco´gnitas que ecuaciones, se conoce como el problema de cierre
de la turbulencia y obliga a plantear suposiciones ad hoc para modelarlos, ver [19].
Energ´ıa cine´tica turbulenta (TKE)
La energ´ıa cine´tica de las fluctuaciones del flujo se denomina energ´ıa cine´tica tur-
bulenta (TKE por sus siglas en ingle´s) y esta´ definida como
k =
1
2
〈~u′ · ~u′〉 = 1
2
〈u′iu′i〉 (2.15)
Restando la ecuacio´n (2.14) de (2.6) y multiplicando por ui se llega a la ecuacio´n de
balance de la energ´ıa cine´tica turbulenta,
Dk
Dt
+∇ · ~T ′ = P − ε, (2.16)
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donde T ′ ≡ 1
2
〈
u′iu
′
ju
′
j
〉
+ 〈u′ip′〉 /ρ− 2ν
〈
u′jsij
〉
se conoce como el termino de trans-
porte, el termino P ≡ − 〈u′iu′j〉 ∂ 〈ui〉/∂xj es la produccio´n y ε ≡ 2ν 〈sijsij〉 es la
disipacio´n. La notacio´n sij =
1
2
(
∂u′i/∂xj + ∂u
′
j/∂xi
)
representa el tensor de velocidad
de deformacio´n. Ver, por ejemplo, [18].
Expandiendo la ecuacio´n (2.16) para un flujo tridimensional se obtiene
Dk/Dt︷ ︸︸ ︷
∂k
∂t︸︷︷︸
derivada
local
+ 〈uj〉 ∂k
∂xj︸ ︷︷ ︸
adveccio´n
+
transporte total ∇·T ′︷ ︸︸ ︷
1
2
∂
〈
u′iu
′
ju
′
j
〉
∂xi︸ ︷︷ ︸
transporte
turbulento
+
1
ρ
∂ 〈u′ip′〉
∂xi︸ ︷︷ ︸
transporte
por presio´n
− ν ∂
〈
u′jsij
〉
∂xj︸ ︷︷ ︸
transporte
viscoso
= −
produccio´n P︷ ︸︸ ︷〈
u′iu
′
j
〉 ∂ 〈ui〉
∂xj
−
disipacio´n ε︷ ︸︸ ︷
2ν 〈sijsij〉 .
(2.17)
Resulta de utilidad reescribir el transporte viscoso y la disipacio´n de las siguientes
maneras
ε = 2ν 〈sijsij〉 = ν
〈
∂u′i∂u
′
i
∂xj∂xj
+
∂u′i∂u
′
j
∂xj∂xi
〉
= ν
〈
∂u′i∂u
′
i
∂xj∂xj
+
∂2u′iu
′
j
∂xi∂xj
〉
(2.18)
y
∇T ′ν = 2ν
〈
u′jsij
〉
= ν
(
∂2k
∂xi∂xi
+
〈
∂u′i∂u
′
j
∂xj∂xi
〉)
. (2.19)
2.3. Flujo estacionario y completamente desarrolla-
do en un canal
Ecuaciones fundamentales
Consideremos el flujo en un canal como el de la Figura 2.2. El flujo medio es predo-
minantemente axial en la direccio´n x con media nula en y y variando principalmente
en la direccio´n vertical z, por lo que lejos de las regiones de entrada el flujo medio se
considera completamente desarrollado en las direcciones horizontales.
Con las suposiciones anteriores y despreciando cualquier fuerza volume´trica, la ecua-
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Figura 2.2: Esquema del dominio para flujo en un canal.
cio´n de Navier-Stokes con la descomposicio´n de Reynolds, ec. (2.14), se reduce a:
0 = −1
ρ
d 〈p〉
dx
− d 〈u
′w′〉
dz
+ ν
d2 〈u〉
dz2
en x (2.20a)
0 = −1
ρ
d 〈p〉
dz
− d 〈w
′2〉
dz
en z. (2.20b)
Integrando la segunda ecuacio´n se llega a que el gradiente de presio´n media es inde-
pendiente de y y z;
d 〈p〉
dx
=
dpw
dx
, con pw siendo la presio´n en la pared. Por lo tanto la
ecuacio´n (2.20a) se puede reescribir como
dτ
dz
=
dpw
dx
, (2.21)
definiendo el corte total τ(z) como
τ = − ρ 〈u′w′〉︸ ︷︷ ︸
corte de
Reynolds
+ ρν
d 〈u〉
dz︸ ︷︷ ︸
corte
viscoso
. (2.22)
Planteando las condiciones de borde del corte τ(0) = τw y τ(h) = 0, con τw siendo
el corte en la pared, se llega a:
dpw
dx
=
τw
h
, (2.23)
y
τ(z) = τw
(
1− z
h
)
. (2.24)
La condicio´n de borde de la velocidad en la pared, ~u = 0 implica que todas las
tensiones de Reynolds, y por ende el corte de Reynolds, sean tambie´n nulas. En conse-
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cuencia,
τw ≡ ρν d 〈u〉
dz
∣∣∣∣
z=0
. (2.25)
Figura 2.3: Representacio´n esquema´tica de los
perfiles del corte en una pared.
Por su parte, la simetr´ıa del flujo axial
implica que d 〈u〉/dz|z=h = 0, por lo que
el corte viscoso en el centro del canal
desaparece. Esquema´ticamente los perfi-
les del corte total y sus componentes se
pueden ver en la Figura 2.3. Como se pue-
de observar, los efectos viscosos solo son
predominantes en la cercan´ıa de la pared,
mientras que dentro del canal la viscosi-
dad es despreciable frente a los efectos de
las tensiones de Reynolds. Esto lleva a de-
finir las escalas viscosas, que son las esca-
las apropiadas para definir el comporta-
miento cerca de la pared. Se tiene la es-
cala de velocidad u∗ o uτ , tambie´n conocida como la velocidad de friccio´n:
u∗ =
√
τw
ρ
, (2.26)
y la escala de longitud
δν = ν
ρ
τw
=
ν
u∗
. (2.27)
Utilizando la velocidad de friccio´n y la altura del canal se obtiene el Reynolds de
friccio´n
Re∗ =
u∗h
ν
. (2.28)
La relacio´n anterior se puede reescribir como Re∗ = h/δν , es decir, el Reynolds de
friccio´n no es ma´s que la relacio´n entre la escala externa del flujo, h, y la interna δν .
Descripcio´n del flujo medio
Cerca de la pared (z/h 1) existe una capa interna donde los efectos viscosos son
dominantes y los perfiles de velocidad son independientes de las escalas externas (la
velocidad en el centro del canal Ucl y h). Mediante ana´lisis dimensional se llega a la
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relacio´n
u+ = z+ (2.29)
donde z+ ≡ z/δν y u+ ≡ 〈u〉 /u∗ son la distancia y velocidad en unidades de pared.
Esta´ relacio´n es valida para la subcapa viscosa, z+ . 5. Para z+ mayores, pero au´n
dentro de la capa interna, los efectos viscosos son menos importantes y mediante un
nuevo ana´lisis se llega a
u+ =
1
κ
ln z+ +B, (2.30)
donde κ ' 0.41 es la constante de von Karma´n y B ' 5.2. Esta ecuacio´n es conocida
como la ley logar´ıtmica, y es valida para z+ & 30, z/h . 0.3. La regio´n entre la
subcapa viscosa y la regio´n de validez de la ley logar´ıtmica se conoce como capa buffer
(ver Figura 2.4).
Figura 2.4: Esquema de las distintas capas y regiones dentro del flujo turbulento sobre una
superficie plana.
Energ´ıa cine´tica turbulenta
Para el flujo en un canal completamente desarrollado y estacionario la ecuacio´n
(2.17) se reduce a
0 +∇T ′ = P − ε, (2.31)
con
∇T ′ = 1
2
∂
∂z
〈
w′~u′ · ~u′
〉
+
1
ρ
∂
∂z
〈w′p′〉 − ν ∂
2
∂z2
(
k +
〈
w′2
〉)
,
P = −〈w′u′〉 ∂ 〈u〉
∂z
,
ε = −ν
[〈(
∂u′
∂z
)2〉
+
〈(
∂v′
∂z
)2〉
+
〈(
∂w′
∂z
)2〉
+
∂2 〈w′2〉
∂z2
]
.
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En la Figura 2.5 se muestra un esquema del balance de energ´ıa cine´tica turbulenta. En la
pared, z+ = 0, la difusio´n es ma´xima pero disminuye al alejarse de la misma (ε = O(1)),
mientras que la produccio´n parte de cero y aumenta ra´pidamente (P = O(z3)). El
valor ma´ximo de la misma se da donde el corte viscoso y de Reynolds son iguales,
z+ ' 12. El exceso de energ´ıa que no llega a ser disipado es transportado hacia la
pared, principalmente por el transporte turbulento.
Figura 2.5: Esquema del balance de energ´ıa cine´tica turbulenta para el flujo en un canal
completamente desarrollado, adimensionalizado mediante escalas viscosas. Datos de [20] para
Re∗ = 180, extra´ıdos de [18].
2.4. Flujo oscilatorio en un canal
Comencemos analizando el caso del flujo sobre una placa so´lida oscilando armo´ni-
camente en la direccio´n horizontal x con velocidad uplaca = Au sin(ωt). Planteando las
ecuaciones de Navier-Stokes, de conservacio´n de masa y las condiciones de borde se
llega a 
∂u
∂t
= ν
∂2u
∂z2
u = Au sin(ωt) para z = 0, t
u = 0 para z → +∞, t.
(2.32)
Planteando la condicio´n de borde en z = 0 como u(0, t) = AuIm {eiωt} se llega a la
solucio´n
u(z, t) = Aue
−z/δs sin
(
ωt− z
δs
)
, (2.33)
δs =
√
2ν/ω. (2.34)
Donde δs es el espesor de capa l´ımite de Stokes, y del argumento del seno en la ecuacio´n
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anterior se puede interpretar a δs como el nu´mero de onda de la oscilacio´n provocada
por la pared, o lo que es lo mismo, una medida de cuanto penetra en el flujo. Para
detalles en la solucio´n ver por ejemplo [17].
Veamos ahora el caso en que la placa esta´ fija y se tiene un gradiente de presio´n
oscilatorio −dp/dx = ρAuω cos(ωt) impulsando el flujo. La velocidad lejos de la pared
sera´
u∞ = Au sin(ωt) (2.35)
y la solucio´n para el flujo se puede encontrar mediante superposicio´n lineal, restando
la Ec. (2.33) de (2.35), obteniendo
u(z, t) = Au
[
sin(ωt)− e−z/δs sin
(
ωt− z
δs
)]
. (2.36)
De manera equivalente se puede escribir como
u(z, t) = As sin(ωt+ Θ),
As(z) = Au
[
1− 2e−z/δs cos(z/δs) + e−2z/δs
]1/2
,
Θ(z) = tan−1
[
e−z/δs sin(z/δs)
1− e−z/δs cos(z/δs)
]
.
(2.37)
El valor del corte en la pared para la solucio´n de Stokes τw se obtiene a partir de
las ecs. (2.25) y (2.36),
τw = ρν
d 〈u〉
dz
∣∣∣∣
z=0
= Aτw,St sin(ωt+ φτw,St)
Aτw,St = Auρ
√
νω
φτw,St = −pi/4.
(2.38)
Las ecs. (2.37) y (2.38) son tambie´n va´lidas para el caso de un canal con h  δs,
reemplazando u∞ por ucl, la velocidad en el centro del mismo. Definiendo la amplitud
de excursio´n de velocidad lejos de la pared, A = Au/ω podemos definir el nu´mero de
Reynolds oscilatorio como
Reω =
ωA
ν
. (2.39)
No existen soluciones anal´ıticas para el caso turbulento. Sin embargo la literatura
en el tema es extensa, tanto con resultados experimentales ([21]) como nume´ricos ([22–
24]).
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2.5. Flujo combinado en un canal
El flujo combinado corresponde a una componente oscilatoria (Seccio´n 2.4) mon-
tada sobre una correntada media (Seccio´n 2.3) en la misma direccio´n. Suponiendo un
flujo turbulento (recordemos que la solucio´n de Stokes dada en la seccio´n anterior co-
rresponde a un flujo laminar) se tiene que, para una propiedad f del flujo, adema´s
del promediado espacial y de ensamble f¯ de la Ec. (2.11) resulta u´til realizar una
descomposicio´n en modos de Fourier:
f(z, t) = fˆ(z) + Af (z) · sin[ωt+ ϕf (z)] +
∞∑
n=2
Afn(z) · sin[nωt+ ϕfn(z)]
= fˆ(z) + Af (z) · sin[ωt+ ϕf (z)] + εf (z, t),
(2.40)
donde Af , ϕf y Afn, ϕfn son la amplitud y fase del modo fundamental de Fourier y
los armo´nicos de orden superior, respectivamente. El aporte de los armo´nicos de orden
superior se representa colectivamente mediante εf (z, t).
La complejidad de estos flujos de pared no estacionarios, en el caso turbulento, se
refleja en la dificultad de elegir para´metros de semejanza adecuados. En orden histo´rico,
las siguientes opciones han sido propuestas.
Stokes (1851) [25] Utiliza la razo´n entre la altura del canal h y el espesor de la capa
l´ımite de Stokes (Ec. (2.34)):
Ω = h/δs = h
√
ω/2ν. (2.41)
Para el caso turbulento este para´metro no es adecuado, ya que la frecuencia del
flujo medio ω no alcanza para describir el flujo ([26]).
Ramaprian y Tu (1980) [26] Definen el espesor de la capa l´ımite a partir de la
velocidad de friccio´n media, u∗, proponiendo el nu´mero de Stokes turbulento:
Ω∗ =
ωh
u∗
. (2.42)
Tardu el al. (1994) [7] Utilizan como escala de longitud el espesor de la capa limite
de Stokes en unidades de pared, introducido previamente por [27] y [28]:
δ+s = δsu∗/ν = δs/δν (2.43)
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y define la escala interna de frecuencia:
ω+ =
ων
u2∗
=
2
δ+s
2 = 2
(
δν
δs
)2
(2.44)
Scotti y Piomelli (2001) [10] Proponiendo que la viscosidad puede representarse
como la suma de la viscosidad molecular del fluido ν y una viscosidad turbulenta
νt se puede llegar a la longitud de Stokes turbulenta:
δ+t = δ
+
s
(κδ+s
2
)
+
√
1 +
(
κδ+s
2
)2 (2.45)
como una medida de la penetracio´n de la turbulencia generada en la pared dentro
del flujo. Para frecuencias altas δ+t → δ+s , mientras que para frecuencias bajas
δ+t → κδ+s .
La definicio´n de δ+s se basa en la observacio´n de que el flujo oscilatorio cerca de
la pared sigue el comportamiento de la solucio´n laminar de Stokes para frecuencias
suficientemente altas. Para la solucio´n estacionaria, i.e., el flujo en un canal sin forzado
oscilatorio, los efectos viscosos dominan el comportamiento para z+ . 12 donde el
corte viscoso es mucho mayor que el de Reynolds. Por lo tanto, si la frecuencia es lo
suficientemente alta para que δ+s < 12 entonces la onda de corte de la pared alcanzara´
los valores asinto´ticos externos antes que la turbulencia juegue un papel importante.
El comportamiento del flujo queda entonces descripto por tres para´metros:
1. El flujo medio, descripto por la velocidad de friccio´n u∗.
2. El flujo oscilatorio, descripto por el espesor de la capa l´ımite de Stokes δ+s o, lo
que es lo mismo, la frecuencia en unidades de pared ω+ = 2/δ+s
2
. Tambie´n es
va´lido utilizar δ+t , pero es una eleccio´n menos usual en la literatura relevante.
3. La relacio´n entre la componente oscilatoria y la velocidad media en la l´ınea central
auc ≡ Aucl/uˆcl.
Cuando el flujo es dominado por la correntada, i.e. auc < 1, los antecedentes en
el tema demuestran que el comportamiento es mayormente controlado por ω+ ([10],
[7, 8, 29]). Se pueden distinguir entonces los siguientes reg´ımenes.
Re´gimen cuasiesta´tico: ω+ → 0, δ+s →∞ El tiempo necesario para que la onda de
corte proveniente de la pared atraviese toda la altura del canal es muy pequen˜o
en comparacio´n al periodo de la oscilacio´n impuesta. Por lo tanto el flujo se
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comporta como una sucesio´n de estados esta´ticos y la solucio´n instante a instante
es, esencialmente, la correspondiente al flujo en un canal con un gradiente de
presio´n constante instanta´neo. Alternativamente, a partir de ω+ ≡ 2(δv/δs)2 se
observa que este re´gimen corresponde a los casos en que el espesor de la capa
l´ımite de Stokes es despreciable frente al espesor de la subcapa viscosa.
Re´gimen de frecuencias bajas: ω+ . 0.005, δ+s & 20 La distancia de penetracio´n
de la turbulencia generada por la componente no estacionaria es del orden de la
altura del canal. por lo tanto el flujo se ve afectado por e´sta y las magnitudes
como el corte en la pared y la velocidad en el centro del canal se desfasan entre
si y se vuelven asime´tricas a lo largo de un periodo.
Re´gimen de frecuencias intermedias: 0.005 . ω+ . 0.02, 10 . δ+s . 20 Se crea una
regio´n en el centro del canal en que las estad´ısticas turbulentas se congelan y avan-
zan como un flujo tapo´n. Para las frecuencias ma´s altas en este rango la amplitud
del corte en la pared tienden al valor laminar, como es de esperar al suponer que
la solucio´n esta´ dominada por la oscilacio´n. Sin embargo en algunos experimentos
([7, 29]) y simulaciones ([10]) se ha observado una regio´n en la que el valor del
corte es menor que el valor laminar, lo que implica que la turbulencia disminuye
el corte. La explicacio´n ma´s factible a este fenomeno es que si bien el flujo se
comporta de manera similar a la solucio´n de Stokes, el espesor de capa l´ımite es
mayor, por lo que el corte en la pared resulta menor.
Re´gimen de frecuencias altas: 0.02 . ω+ . 0.04, 10 . δ+s . 7 La capa de Stokes
permanece confinada dentro de la subcapa viscosa, por lo que los efectos producto
de la oscilacio´n se desacoplan de la correntada. Los valores del corte en la pared
tienden, tanto en amplitud como fase, a la solucio´n de Stokes.
Re´gimen de frecuencias muy altas: 0.04 . ω+, 7 . δ+s La frecuencia de oscilacio´n
es del orden de la frecuencia de desprendimiento de la turbulencia, ω+b . La dina´mi-
ca del flujo se ve caracterizada principalmente por esta frecuencia.
Para modelar el flujo combinado se parte del mismo dominio de la Fig. 2.2, pero
con un gradiente de presio´n externo G en la direccio´n x sera´
G = Gu +Gω cos(ωt), (2.46)
donde Gu es el valor del gradiente de presio´n medio o de correntada y Gω la amplitud
del gradiente de presio´n oscilatorio. Alejado de la capa l´ımite vale que ∂u/∂z = −G/ρ
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y utilizando el ana´lisis de la seccio´n anterior se llega a que
Gω
ρ
= Au ω. (2.47)
Adema´s, de la Ec. (2.23) para z = 0:
Gu
ρ
=
u2∗
h
. (2.48)
Es claro que existen dos escalas distintas caracter´ısticas en el flujo. Por un lado
la componente media (Seccio´n 2.3), corresponde a la velocidad de friccio´n u∗ y la
altura del canal h. Por otro lado la componente oscilatoria aporta las escalas uma´x y
A = Au/ω. Por lo tanto para adimensionalizar la ecuacio´n de momento (2.6) se tienen
dos opciones:
Opcio´n 1: u˜ = u/Au, x˜ = x/A, t˜ = ωt, p˜ = p (ρu
2
ma´x)
−1
y α =
Gu
Gω
:
Du˜
Dt˜
=
1
Reω
∇˜2u˜− ∇˜p˜+ α + sin (t˜) . (2.49)
Opcio´n 2: u˜ = u/u∗, x˜ = x/h, t˜ = t/
√
ρh/Gu, p˜ = p/(Guh) y α =
Gω
Gu
:
Du˜
Dt˜
=
1
Re∗
∇˜2u˜− ∇˜p˜+ 1 + α sin
(
ωh
u∗
t˜
)
. (2.50)
Dada la experiencia previa en el tema del grupo de trabajo ([30] y [24]) y la decisio´n
de estudiar flujos combinados dominados por la corriente se decidio´ realizar el presente
trabajo utilizando la adimensionalizacio´n (1) (basada en las componentes oscilatorias).
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2.6. Modelo computacional y promediado de datos
El dominio de ca´lculo corresponde a la Figura 2.6, de taman˜o Lx × Ly × 2h de re-
solucio´n Nx×Ny ×Nz. Las ecuaciones adimensionales de continuidad y Navier-Stokes
se resolvieron utilizando un co´digo pseudo-espectral ([31]). En las direcciones horizon-
tales homoge´neas x e y se emplean expansiones de Fourier mientras en la direccio´n
inhomoge´nea vertical z se utiliza expansio´n de Chebyshev con puntos de cuadratura
de Gauss-Lobato. La ecuacio´n de momento se resuelve mediante un me´todo de pasos
fraccionados junto a la ecuacio´n de incompresibilidad: en primer lugar se resuelve una
ecuacio´n de adveccio´n-difusio´n obteniendo un campo de velocidades intermedio, luego
se resuelve una ecuacio´n de Poisson para la presio´n y finalmente se corrige el campo
de velocidades. Para el avance temporal se utiliza un esquema mixto Runge-Kutta de
tercer orden y Crank-Nicolson. El co´digo ha sido validado en mu´ltiples ocasiones, ver
por ejemplo [32] y [24].
Figura 2.6: Dominio computacional empleado
El me´todo de pasos fraccionados empleado es conocido como me´todo de proyeccio´n
de Chorin [33]. En primer lugar utilizando la descomposicio´n de Helmholtz–Hodge
se vincula un campo de velocidades no solenoidal ~u en su parte solenoidal ~usol y el
laplaciano de un campo escalar φ:
~u = ~usol + ~uirrot = ~usol +∇φ (∇×∇φ = 0) (2.51)
∇ · ~u = ∇2φ (∇ · ~usol = 0) (2.52)
~usol = ~u−∇φ, (2.53)
donde ~uirrot corresponde a la componente irrotacional de ~u. De (2.53) se sugiere que
conociendo un campo de velocidades que no cumpla la ecuacio´n de continuidad se
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puede corregir solucionando la ecuacio´n de Poisson (2.52) utilizando la presio´n como
escalar. El me´todo de pasos fraccionados consiste entonces, para un avance temporal
desde el tiempo n al tiempo n+ 1, ~un ~u(n+1)∗ (~un+1, pn+1):
1. En primer lugar se omite el gradiente de presio´n de la ecuacio´n de momento,
ignorando la incompresibilidad del fluido. De esta´ forma se resuelve una ecuacio´n
de adveccio´n-difusio´n, o ecuacio´n de Burgers viscosa:
∂~u
∂t
=
1
Re
∇2~u− ~u · ∇~u,
∂~u
∂t
= D(~u) + A(~u),
(2.54)
donde A() = ~u · ∇() y D() = ∇2()/Re son los operadores adveccio´n y difu-
sio´n, respectivamente. La velocidad intermedia obtenida, ~u(n+1)∗, no cumple la
condicio´n de incompresibilidad.
2. De la ecuacio´n (2.51) se obtiene el campo de velocidades que cumple la condicio´n
de incompresibilidad:
~un+1 = ~u(n+1)∗ −∆t∇pn+1, (2.55)
donde el valor de la presio´n se obtiene resolviendo la ecuacio´n de Poisson (2.53):
∇2pn+1 = 1
∆t
∇ · u(n+1)∗. (2.56)
Para realizar el avance temporal se utiliza un esquema mixto de Runge-Kutta (RK3)
de tercer orden para el te´rmino advectivo y Crank-Nicolson para el te´rmino difusivo. El
esquema RK3 empleado, de bajo almacenamiento, implica tres etapas para el avance de
un paso temporal ∆t, [31]. En cada etapa se realizan los pasos de prediccio´n-correccio´n
enumerados anteriormente. Definiendo los vectores
η =
(
0,−5
9
,−153
128
)
ξ =
(
1
3
,
15
16
,
8
15
)
ζ =
(
1
6
,
5
24
,
1
8
) (2.57)
y dando la convencio´n en que (·)n representa al n-e´simo paso temporal y (·)i a la i-
e´sima etapa de RK3, se puede resumir el algoritmo de avance temporal de la siguiente
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manera:
~u0 = ~u
n
~G0 = 0 ;
for i = 1, 2, 3 do
~Gi = A( ~ui−1) + η(i)~Gi−1
~ui∗ = ~ui−1 + ξ(i)∆t ~Gi + ζ(i)∆t[D(~ui−1) +D(~ui∗)]
∇2pi = 1
2∆tζ(i)∇ · ~ui∗
~ui = ~ui∗ − 2∆tζ(i)∇pi
end
~un+1 = ~u3
Cabe destacar que los vectores ~u y ~G se reescriben en cada paso, disminuyendo la
cantidad de memoria requerida para el almacenamiento.
Para la discretizacio´n espacial se utilizan expansiones de Fourier en las direcciones
horizontales x e y, con condiciones de contorno perio´dicas y puntos de grilla unifor-
memente espaciados. En cambio, para la direccio´n inhomoge´nea vertical z se utilizan
polinomios de Chebyshev con puntos de cuadratura de Gauss-Lobatto para el espaciado
de la grilla. Por lo tanto, para la velocidad u se tiene la siguiente expansio´n:
u(xi, yk, zl, t) =
Nx/2−1∑
kx=Nx/2
Ny/2−1∑
ky=Ny/2
Nz∑
kz=0
U(kx, ky, kz, t)e
ixj2pikx/Lxeiyk
2piky/LyTkz(zl), (2.58)
donde i es el nu´mero imaginario, Tkz el kz-e´simo polinomio de Chebyshev y kx, ky los
nu´meros de onda.
Las derivadas espectrales se obtienen utilizando transformadas ra´pidas de Fourier
(FFT ) en las direcciones horizontales, implementadas mediante la librer´ıa FFTW3.
Por su parte en la direccio´n vertical se utilizan te´cnicas de multiplicacio´n matricial
(ver [31]).
Los detalles de la implementacio´n computacional del co´digo, incluyendo el trata-
miento de las condiciones de borde, se tratan en detalle en [34] y no se repetira´n aqu´ı.
2.6.1. Descomposicio´n de datos
Se simulan N ciclos completos de oscilacio´n de forzado, cada uno dividido en Np
fases. Una variable tridimensional f del fluido, por ejemplo la velocidad, tendra´ un
valor asociado a cada nodo (i, j, k) de la grilla y fase ip, de modo que f = f(i, j, k, ip).
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Recordando de la Subseccio´n 2.2 la definicio´n de las descomposiciones de Reynolds,
definimos los siguientes promedios para la variable f para el dominio a tratar,
〈f〉xy (k, ip) =
1
∆xNx∆yNy
Nx∑
i=1
Ny∑
j=1
f( i, j)∆x∆y =
1
LxLy
Nx∑
i=1
Ny∑
j=1
f(i, j), (2.59)
f(k) =
1
Ndt
N∑
ip=0
〈f〉xy (k, ip)dt =
1
N
N∑
ip=0
〈f〉xy (k, ip). (2.60)
El co´digo empleado almacena en un archivo los promedios espaciales 〈f〉xy (k, ip),
calculados mediante un loop:
Data: variable f en espacio real
Resultado: Promedio en planos xy: 〈f〉xy (k, ip)
Inicializacio´n de variables temporales en 0;
for ip < N do
for k < Nz do
for j < Ny do
for i < Nx do
temp=temp+f(i, j, k, ip)
end
end
〈f〉xy (k, ip) = temp/(Nx ∗Ny)
end
end
Luego mediante un co´digo de postprocesamiento se obtienen los promedios de en-
samble f(k):
Data: Promedio en planos xy: 〈f〉xy (k, ip)
Resultado: Promedio de ensamble f(k)
Inicializacio´n de variables temporales en 0;
for k < Nz do
for ip < N do
temp=temp+〈f〉xy (k, ip)
end
f(k) = temp/N
end
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Una vez obtenidos los valores medios de las variables del flujo, es posible obtener
durante el postprocesamiento los valores medios de las perturbaciones utilizando las
propiedades de la descomposicio´n de Reynolds. Por ejemplo y a modo de ilustracio´n,
para obtener u′2 y u′2w′:
u′2 = u2 − u2,
u′2w′ = u2w − 2
uw
u+w (2
u2 − u2.
Cap´ıtulo 3
Resultados
En las simulaciones realizadas se decidio´ fijar el valor del nu´mero de Reynolds
oscilatorio en Reω = 4.95×105, utilizado experimentalmente por [21] y nume´ricamente
por [30] para el caso de oscilacio´n pura. El mismo presenta un comportamiento de
transicio´n con turbulencia intermitente, siendo un caso de intere´s para comprobar el
efecto de la correntada en la relaminarizacio´n del flujo. Se realizaron ocho simulaciones
nume´ricas variando el valor de α entre 0 (caso testigo puramente oscilatorio) hasta 0.2.
Un resumen de los casos simulados se presenta en la Tabla 3.1. En la misma se detallan
adema´s otros para´metros derivados, como auc, Re∗, δ+s y δ
+
t .
Las dimensiones del dominio computacional son Lx = 0.05A, Ly = 0.025A y
Lz = 2h = 0.08A. El taman˜o de la grilla empleada es Nx = 96, Ny = 48 y Nz = 196,
con espaciado regular en las direcciones horizontales e irregular en la vertical, utilizan-
do mayor resolucio´n en la cercan´ıa a las paredes. Tanto las paredes superior e inferior
presentan condiciones de no deslizamiento sin rugosidad, mientras que en las direc-
ciones homoge´neas se emplean condiciones de borde perio´dicas. Con las condiciones
empleadas el flujo en el canal es sime´trico respecto al centro del mismo, por lo que
para las propiedades medias y turbulentas, adema´s del promediado espacial en x e y,
se promediaron los valores correspondientes a z y z + h para z < h, duplicando la
cantidad de estad´ıstica disponible. Las simulaciones para casos combinados emplearon
la solucio´n del caso puramente oscilatoria como condicio´n inicial y se considero´ que
hab´ıan alcanzado un estado estacionario estad´ıstico al comparar el valor de uˆ∗ obte-
nido con el valor teo´rico, derivado de la Ec. (2.48), u∗,teo =
√
αhAω2. Para todos los
casos se obtuvo un error relativo menor al 1 %, exceptuando para α = 0.005 debido a
la cercan´ıa a cero del valor de la velocidad de corte. Luego se simularon entre 30 y 60
ciclos de oscilacio´n para obtener estad´ısticas de primer y segundo orden.
27
3.1 Validacio´n de la metodolog´ıa y co´digo de ca´lculo 28
α Re∗ ω+ auc δ+s δ
+
t h
+/δ+t erroru∗ [ %]
0 Caso oscilatorio
0.005 280 0.011 10.1 14.0 81.6 3.4 5.6
0.01 400 0.005 4.5 19.9 160 2.5 0.35
0.015 485 0.0034 2.8 24.4 240 2.0 0.84
0.05 885 0.001 1.0 44.5 794 1.1 0.23
0.075 1085 0.00067 0.90 54.5 1190 0.91 0.33
0.1 1250 0.00051 0.78 62.9 1585 0.79 0.26
0.2 1770 0.00025 0.52 89.0 3169 0.56 0.58
Tabla 3.1: Para´metros principales de las simulaciones realizadas. Se define el erroru∗ ≡ 100 %×∣∣∣uˆ∗ −√αhAω2∣∣∣/√αhAω2.
3.1. Validacio´n de la metodolog´ıa y co´digo de ca´lcu-
lo
El caso puramente oscilatorio, i.e. α = 0, fue reportado experimentalmente por [21]
y nume´ricamente por [30]. A modo de validacio´n se muestran los resultados obtenidos
para la velocidad media promediada por fase u/u∗ma´x , Figura 3.1, y para las ten-
siones de Reynolds −u′w′/u∗ma´x, Figura 3.2, junto con los resultados experimentales
reportados en [21].
Se observa que los resultados obtenidos siguen satisfactoriamente las observaciones
experimentales. Tanto el valor y la posicio´n del ma´ximo de velocidad media concuerdan
con un alto grado de precisio´n. Las discrepancias en la velocidad media se presentan
cerca de la pared, que se puede atribuir a la dificultad de medir experimentalmente
la velocidad en esa zona, especialmente mediante el me´todo LDV empleado por los
autores de [21]. En el caso de las tensiones de Reynolds, los resultados son satisfactorios
en comparacio´n a las observaciones experimentales. Los valores nume´ricos obtenidos
son en general mayores a los reportados experimentalmente, especialmente cerca de la
pared, donde los errores de medicio´n son mayores debido a la influencia de la pared en
las mediciones obtenidas.
Como se vera´ en la seccio´n siguiente el co´digo de ca´lculo se encuentra ma´s exigido,
en cuanto a la resolucio´n de la malla empleada, entre las fases ωt = 45◦ y 90◦ para los
valores de α mayores. En la Figura 3.3 se muestra el espectro de energ´ıa unidimensional
en la direccio´n principal (l´ınea llena) y transversal (l´ınea punteada) para α = 0.2 en
ωt = 90◦. Se observa que la energ´ıa correspondiente a los nu´meros de onda bajos es
varios ordenes de magnitud mayor que para los nu´meros de onda altos, por lo que
la resolucio´n empleada se considera satisfactoria. Es importante destacar que el caso
representado es el ma´s exigente de todos y que para el resto la energ´ıa decae ma´s de
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Figura 3.1: En l´ınea so´lida: resultados obtenidos para la velocidad media por fase u/u∗ma´x en
el caso puramente oscilatorio con Reω = 4.95 × 105. S´ımbolos: observaciones experimentales de
[21] para el mismo valor de Reω.
Figura 3.2: En l´ınea so´lida: resultados obtenidos para las tensiones de Reynolds medias por
fase −u′w′/u∗ma´x en el caso puramente oscilatorio con Reω = 4.95×105. S´ımbolos: observaciones
experimentales de [21] para el mismo valor de Reω.
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cuatro de´cadas.
Figura 3.3: Espectro de potencia unidimensional para α = 0.2 y ωt = 90◦. La direccio´n
principal del flujo corresponde a la l´ınea continua, en l´ınea punteada la transversal.
Hardware Las simulaciones se realizaron en el cluster del departamento de Meca´nica
Computacional del Centro Ato´mico Bariloche. El co´digo, escrito bajo el paradigma de
memoria compartida, utiliza un nodo por cada ca´lculo realizado. Cada ca´lculo demoro´,
en promedio, 10 d´ıas para su finalizacio´n. Se utilizo´ dos modelos de hardware distinto,
en primer lugar, nodos con dos procesadores Xeon E5 2660 V3 @2.6GHz 1 con 32
Gb de memoria RAM y el co´digo compilado utilizando GFortran 2 y las librer´ıas Open-
BLAS 3 y FFTW3 4. En segundo lugar, se utilizo´ un nodo con dos procesadores Xeon
E5 2670 V3 @2.3GHz 5 y 64 Gb de RAM, compilando el co´digo con Intel R©IFORT 6
y las librer´ıas Intel R©MKL7 y FFTW3.
Se realizo´ un profiling del co´digo en el dominio empleado para las simulaciones en
modelos de hardware. En la Figura 3.4 se muestra el speedup obtenido segu´n el nu´mero
de procesos utilizados, para el promedio de 4 corridas de 1×105 pasos temporales cada
una. Como se puede observar en ambos casos se llega a un valor asinto´tico ma´ximo
de speedup y no se obtienen mayores beneficios al aumentar el nu´mero de procesos
en paralelo (alrededor de 12 procesos para el Xeon E5 2660 y 16 para el Xeon E5
2670). Este comportamiento es de esperar, explicado por la ley de Amdahl. Adema´s es
1https://ark.intel.com/products/81706
2https://gcc.gnu.org/wiki/GFortran
3https://www.openblas.net/
4http://www.fftw.org/
5https://ark.intel.com/products/81709
6https://software.intel.com/en-us/fortran-compilers
7https://software.intel.com/en-us/mkl
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Figura 3.4: Speedup en funcio´n del nu´mero de procesos en paralelo empleados.
interesante destacar que en todos los casos realizados el speedup correspondiente a 20
procesos en el Xeon E65 2660 era mucho menor que el esperado, por lo que, al correr
las simulaciones en dicho modelo de hardware, se decidio´ emplear 16 procesos.
El desempen˜o utilizando el nodo con Xeon E5 2670 es considerablemente ma´s satis-
factorio, sin embargo la diferencia en especificaciones de hardware es poca. Es de creer
que las diferencias son atribuibles al compilador empleado y las librer´ıas empleadas, ya
que IFORT y MKL esta´n optimizadas para los procesadores Intel. Sin embargo, dada
la disponibilidad de hardware (20 nodos Xeon E5 2660 y un solo nodo Xeon E5 2670)
se utilizaron los nodos Xeon E5 2660 para gran parte de las simulaciones realizadas.
3.2. Resultados
3.2.1. Velocidades
La Figura 3.5 muestra la evolucio´n temporal de la velocidad adimensionalizada con
la velocidad ma´xima en la direccio´n principal del flujo para un ciclo completo de la
oscilacio´n en distintas alturas del canal. Las alturas elegidas representan una posicio´n
cercana a la pared en z/h = 0.0075, una intermedia en z/h = 0.075 y una cercana
a la mitad del canal en z/h = 0.75. Para los casos de α = 0.1 y 0.2 no se presenta
reversio´n en el flujo. Se observa que en todas las simulaciones, salvo la u´ltima, el flujo
no se encuentra en re´gimen turbulento para la totalidad del ciclo para el valor de Reω
elegido. En el caso de α = 0 el flujo se comporta de manera laminar hasta que el
gradiente de presio´n se vuelve adverso y se produce desprendimiento de capa l´ımite,
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Figura 3.5: Evolucio´n temporal de la velocidad instanta´neas para distintas alturas adimen-
sionalizando con la velocidad ma´xima. Con fondo gris, la regio´n de desaceleracio´n en la cual
−∂p/∂x < 0.
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generando un estallido (burst) de turbulencia. Luego, alrededor de ωt = 180◦ el mismo
se relaminariza. El flujo para este caso es sime´trico respecto a ωt = 360◦ y se genera
la turbulencia aproximadamente en ωt = 60− 180◦ y ωt = 240− 360◦. Sin embargo, al
aumentar el valor de α el desprendimiento se produce para fases menores y el primer
primer estallido de turbulencia es de mayor duracio´n, mientras que el segundo es menor
o directamente inexistente. Por ejemplo, para α = 0.05 el primer y u´nico estallido
comienza aproximadamente en ωt = 0◦ y dura la mitad del ciclo. Para α = 0.2 e´ste
dura casi la totalidad del mismo, empezando en ωt = 270◦ y terminando en ωt = 240◦.
Al aumentar la magnitud de la correntada comparada a la oscilacio´n (al aumentar α)
el valor del nu´mero de Reynolds basado en la velocidad de friccio´n (Re∗) aumenta
muy por encima del necesario para la generacio´n de turbulencia en la primera mitad
del ciclo, dando por consecuencia una disminucio´n de la zona de relaminarizacio´n (ver
[13] y [11]). Adema´s, se observa que al aumentar α la penetracio´n de la turbulencia
alcanza alturas ma´s cercanas al centro del canal, al aumentar la longitud de la capa
l´ımite turbulenta δt, que representa una medida de la distancia de penetracio´n de la
turbulencia debido a los efectos oscilatorios.
En la Figura 3.6 se observan los perfiles de velocidad media para fases seleccionadas
en α = 0.005, 0.05 y 0.2, representando los casos oscilatorios, de transicio´n y con
correntada predominante, respectivamente. En l´ınea punteada la ley de la pared lineal,
ec. (2.29), y la ley logar´ıtmica, ec. (2.30). Para α = 0.005 (auc ' 10), Figura 3.6a,
el comportamiento es muy similar a un flujo netamente oscilatorio (ver [24] para ma´s
detalle), presentando una ligera asimetr´ıa durante el subciclo debido al efecto de la
correntada. La ley de pared logra describir de manera aceptable el comportamiento
dentro de la capa l´ımite, sin embargo dentro del canal la ley logar´ıtmica queda bastante
alejada de los resultados a pesar de que los perfiles siguen el comportamiento de una
l´ınea recta en escala logar´ıtmica para distancias medias de la pared (por ejemplo, recta
A para la fase ωt = 60◦). En el caso de la Figura 3.6b donde la corriente y la amplitud
de la oscilacio´n esta´ balanceada, α = 0.05 (auc ' 1), se observa que la ley logar´ıtmica
cla´sica, Ec. (2.30), continua sin cumplirse dentro del canal. En su lugar, se puede ver
que el flujo presenta dos zonas distintas en las que los perfiles siguen una l´ınea recta
en escala logar´ıtmica (por ejemplo, rectas B y C en las fases ωt = 30◦ y 90◦). La recta
inferior B se debe a la capa l´ımite oscilatoria, y se observa que su taman˜o aumenta y
cambia su pendiente al avanzar el ciclo de oscilacio´n. Por su parte, la recta superior C,
correspondiente a una capa de corte en el centro del canal, se mantiene de un taman˜o
aproximadamente constante mientras que su pendiente disminuye hasta alcanzar la
pendiente de la recta inferior. Finalmente, en el caso dominado por la correntada de la
Figura 3.6c, α = 0.2 (auc ' 0.5), el comportamiento responde al esperado para el flujo
turbulento cuasiestacionario en un canal, obedeciendo las leyes de pared y logar´ıtmica.
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Figura 3.6: Perfiles de velocidad promediados en fase (u¯/u∗ma´x). Las fases seleccionadas co-
rresponden al hemiciclo comprendido entre ωt = 270◦ y 90◦. En l´ınea punteada la ley de pared
(z+ < 10) y la ley logar´ıtmica para (z+ > 10). Ver texto para l´ıneas A, B, C y D.
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Sin embargo, al avanzar el ciclo de aceleracio´n se genera una nueva capa de corte en el
centro del canal, tambie´n obedeciendo el comportamiento de una recta (por ejemplo,
recta D en ωt = 90◦).
Los perfiles de las tensiones de Reynolds −u′w′/u¯2∗,ma´x se presentan en la Figura 3.7.
Para el caso de α = 0.005, Figura 3.7a, se puede observar que las tensiones presentan
un ma´ximo en la cercan´ıa de la pared y luego caen ra´pidamente a cero por debajo
del mismo. Los perfiles se desarrollan de manera equivalente para ambos hemiciclos,
sin una influencia apreciable de la correntada. En l´ınea punteada se muestra el corte
total, suma de las tensiones de Reynolds y el corte viscoso, siendo claro que este u´ltimo
solo influye de manera significativa cerca de la pared. Para α = 0.05, Figura 3.7b,
el comportamiento ya refleja la influencia de la correntada, siendo las tensiones de
Reynolds cercanas a cero para toda la altura del canal en en el segundo hemiciclo
de oscilacio´n, debido a la disminucio´n de la turbulencia ya observada en la Figura 3.5.
Finalmente para α = 0.2, Figura 3.7c, el flujo es dominado por la corriente, presentando
para cada fase un comportamiento similar al esperado para el caso estacionario, ver
Figura 2.3. Este comportamiento es especialmente notorio en las fases correspondientes
al primer hemiciclo de oscilacio´n, donde tanto la velocidad media como la turbulencia
son mayores. Tambie´n se presenta mediante una cruz la ubicacio´n del ma´ximo de
velocidad cuando e´ste no se presenta en z = h. Como se puede observar, especialmente
en la Figura 3.7a, el ma´ximo de velocidad no corresponde exactamente con el primer
cruce por cero de las tensiones de Reynolds, dando lugar a una zona de produccio´n
negativa de turbulencia. En las secciones siguientes se discutira´ sobre este feno´meno en
mayor profundidad.
En las Figuras 3.8 y 3.9 se muestran los perfiles para los componentes DC (uˆ) y AC
(Au) de la velocidad media. Para el primer caso se observa una marcada influencia de
la oscilacio´n, estando muy separados los perfiles de lo esperado para el caso cuasiesta-
cionario al aumentar la componente oscilatoria. De los estudios anteriores en el tema
([7], [10]) se sabe que para los casos dominados por la corriente las propiedades medias
en el tiempo no se ven afectadas por la oscilacio´n y e´stas siguen las leyes de pared y lo-
gar´ıtmicas esperadas. Sin embargo, se pueden presentar discrepancias al asemejarse la
frecuencia a la frecuencia de estallido (burst) para del flujo, o al aumentar la amplitud
de la oscilacio´n. En [35] se reporta la frecuencia de burst como ω+b = 0.02, superior a los
valores empleados en el presente trabajo permitiendo descartar e´sto como una causa
de la influencia de los valores de α en los valores medios. Por lo tanto las discrepancias
entre los valores obtenidos y los propios del flujo cuasiestacionario en un canal se debe
u´nicamente a la gran amplitud de oscilacio´n empleada. Lo ma´s destacable es que los
perfiles caen por debajo de la escala logar´ıtmica, a diferencia de los trabajos previos de
[7] y [11] donde la oscilacio´n causaba el efecto contrario. El comportamiento observado,
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Figura 3.7: Perfiles de las tensiones de Reynolds −u′w′/u¯2∗,ma´x para α = 0.005, 0.05 y 0.2. En
l´ınea punteada el corte total, suma de las tensiones de Reynolds y viscosas. Las cruces marcan
la posicio´n del ma´ximo de velocidad dentro del canal, en caso de no corresponder al centro del
mismo.
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que corresponde a un aumento del arrastre y una disminucio´n del espesor de la subcapa
viscosa se puede deber, principalmente, a los efectos de la relaminirizacio´n del flujo en
gran parte del ciclo de oscilacio´n. En la Figura 3.10 se muestra para α = 0.2 la veloci-
dad media adimensionalizada con la velocidad de corte correspondiente para cada fase,
en intervalos de 45◦, u¯/u¯∗. Esta adimensionalizacio´n solo es posible para este caso, ya
que como se vera´ la Figura 3.14 es el u´nico caso en que no se produce un cruce por cero
en la velocidad de corte. Es interesante observar que si bien la velocidad promediada
a lo largo del ciclo, uˆ/uˆ∗, se aleja del comportamiento de la ley de pared cayendo por
debajo de la misma, los perfiles para cada fase siguen el comportamiento esperado para
un canal estacionario de manera destacable. Co´mo se vera´ en las secciones siguientes, la
ausencia de reversio´n en el flujo medio y por consecuencia la ausencia del cruce por cero
de la velocidad de corte permite representar el flujo como un caso cuasiestacionario,
en la que cada fase corresponde a un caso estacionario equivalente sin que la oscilacio´n
afecte de manera significativa las propiedades medias. La media temporal, Figura 3.8,
no refleja este comportamiento para α = 0.2 debido a que uˆ∗ =
√
τˆw/ρ 6=
∑N
i=1 u¯∗/N ,
por lo que el valor de uˆ/uˆ∗ se ve influenciado por los bajos valores de τ¯w a lo largo del
ciclo. A modo de comparacio´n se muestra la misma figura pero para α = 0.1, Figu-
ra 3.11. Para las fases en las que la velocidad de friccio´n es mayor, ver Figura 3.14, el
comportamiento se asemeja al caso estacionario, como en las curvas para las fases 135◦
a 225◦. Sin embargo, al disminuir la velocidad de corte y acercarse a cero los perfiles
de velocidad difieren de manera marcada. Por lo tanto, la reversio´n del flujo dentro del
canal es un factor clave para el comportamiento del flujo, pudiendo e´ste modelarse de
manera cuasiestacionaria si la velocidad de corte o, lo que es lo mismo, el corte en la
pared no cruzan por cero.
El componente AC del flujo, en la Figura 3.9, muestra que para valores de α me-
nores a 0.05 la amplitud sigue el comportamiento netamente oscilatorio en la totalidad
del canal. Sin embargo al aumentar la correntada se pierde una de las caracter´ısticas
principales de la solucio´n de Stokes, al perderse el ma´ximo de amplitud en el interior
del canal y moverse e´ste al centro. Es interesante adema´s que se genera un cambio en
la forma del perfil, producie´ndose un ma´ximo local alrededor de zu∗,ma´x/ν ' 0.1.
Finalmente, el comportamiento de la velocidad media se puede terminar de descri-
bir mediante los gra´ficos de espacio-tiempo de la Figura 3.12. La ubicacio´n del ma´ximo
y mı´nimo de velocidad (cuando no se encuentran en la mitad del canal) se muestran
en l´ıneas negras de mayor grosor. Esta figura permite observar ma´s ra´pidamente la
evolucio´n de los perfiles de velocidad de manera complementaria a la Fig. 3.6. Empe-
cemos analizando el caso netamente oscilatorio de α = 0 (Figura 3.12a). En la fase
ωt = 90◦ el gradiente de presio´n se vuelve negativo y trabaja en revertir la direccio´n
del flujo. Las capas de flujo ma´s alejadas de la pared, con mayor inercia, responden
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Figura 3.8: Promedio temporal de la velocidad media (componente DC) en escalas de pared,
junto a la ley de pared y ley logar´ıtmica.
Figura 3.9: Amplitud de la velocidad media (componente AC) adimensionalizada con su valor
en la l´ınea media.
Figura 3.10: Velocidad media para fases cada 45◦, adimensionalizada con la velocidad de
friccio´n correspondiente a dicha fase, para α = 0.2.
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Figura 3.11: Velocidad media para fases cada 45◦, adimensionalizada con la velocidad de
friccio´n correspondiente a dicha fase, para α = 0.1.
ma´s lentamente al cambio de forzado y adicionalmente, las paredes tambie´n retardan
la respuesta del flujo. Es por esto que las capas en distancias intermedias responden
ma´s ra´pidamente, como se observa en los gra´ficos produciendo curvas de nivel esta´n
inclinadas. Como resultado, las velocidades presentan dos extremos locales, un ma´xi-
mo y un mı´nimo, generando una capa de corte en la parte superior del canal. Adema´s,
se observa simetr´ıa entre los ciclos de aceleracio´n positiva (centrada en ωt = 90◦) y
negativa (centrada en ωt = 270◦). En todos los casos donde la oscilacio´n es dominante
se observa un comportamiento similar, a pesar de la perdida de simetr´ıa respecto a
ωt = 180◦.
Veamos ahora el caso de α = 0.05 (Figura 3.12b), en la que la correntada comienza
a dominar el comportamiento del flujo. Al igual que antes, en ωt ' 90◦ el gradiente de
presio´n se vuelve negativo respecto al forzado constante, tratando de revertir el flujo
respecto a la velocidad media producida por la correntada sobre la que se encuentra
montado. De manera similar, las capas de fluido ma´s alejadas de la pared poseen ma´s
inercia y responden ma´s lentamente que las intermedias, sin embargo este efecto se
encuentra confinado a una regio´n mucho menor alrededor del centro del canal debido
a la mayor inercia de todo la columna de fluido. Por su parte, para ωt = 270◦, el
comportamiento es notablemente distinto ya que los extremos locales en el flujo ocurren
para capas intermedias del canal ma´s cercanas a la pared, de una manera mucho ma´s
extendida. En este caso la inercia de todo la columna de fluido es favorable al forzado
del gradiente oscilante, por lo que las capas ma´s cercanas a la pared responden de
manera ma´s ra´pida que en la mitad anterior del ciclo. Es destacable que para valores
mayores de α no se producen extremos locales de velocidad en el interior del fluido,
correspondie´ndose con lo visto en la Figura 3.9.
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Si se utiliza como escala de velocidad la velocidad de corte correspondiente para
cada fase u¯∗, Figura 3.13, se observa que el comportamiento para los casos dominados
por la corriente, de α = 0.005 a α = 0.015 son notablemente similares al correspon-
diente al caso puramente oscilatorio, Figura 3.13a. Desde α = 0.05 a 0.075 se produce
una transicio´n, en donde las fases para las cuales u¯/u¯∗ diverge se acercan entre s´ı, y
para las fases alejadas de esta regio´n el comportamiento es caracterizado por bandas
horizontales de igual velocidad. Finalmente para α = 0.2, Figura 3.13h, el comporta-
miento es similar al flujo estacionario en un canal. Co´mo se dijo anteriormente, en el
caso de no existir reversio´n en el flujo el comportamiento es cuasiestacionario.
3.2.2. Esfuerzos de corte.
La evolucio´n temporal del esfuerzo de corte en la pared τ¯w = ρν(du¯/dz) se muestra
en la Figura 3.14, adimensionalizado con el valor teo´rico laminar de la solucio´n de Sto-
kes, τs = ρ(Au)
2/
√
Rew. En primer lugar destacaremos el aumento del comportamiento
sinusoidal del mismo al aumentar la predominancia de la correntada en el flujo. Para los
casos dominados por la oscilacio´n la evolucio´n presenta la forma ya observada en [24],
en la que se produce un ra´pido crecimiento del corte para las fases entre ωt ' 60◦−90◦
y 240◦− 270◦, que corresponden a los momentos que el gradiente de presio´n disminuye
hasta volverse adverso, aumentando las inestabilidades de corte en la pared (ver Figu-
ra 3.5). Al aumentar la correntada, en los casos de transicio´n, las fases para las que
se produce una inversio´n del flujo y del corte son cada vez menores, produciendo una
fuerte asimetr´ıa respecto a ωt = 180◦. Finalmente, para el caso totalmente dominado
por la oscilacio´n, α = 0.2, el comportamiento es completamente sinosuidal, al estar
las capas zonas internas y externas del fluido desacopladas (de lo visto en la seccio´n
anterior). Adema´s, la turbulencia esta´ presente en la totalidad del ciclo y no existe
inversio´n de flujo, dando lugar a la existencia de inestabilidades en todo el ciclo. Di-
chas inestabilidades se deben, principalmente, a los esfuerzos de Reynolds −u′w′, por
lo tanto el comportamiento sinusoidal del corte en la pared de puede explicar viendo
la no linealidad de −u′w′.
Para observar la fraccio´n de las tensiones de Reynolds contenidas en los armo´nicos
de orden superior dentro del canal se puede definir ||ε−u′w′|| como la norma L2 de ε−u′w′
(ver ec. (2.40)), representado en la Figura 3.15. Se puede ver que si bien para los casos
dominados por la oscilacio´n presentan los valores ma´ximos, estos disminuyen fuerte-
mente dentro del canal. Para los casos dominados por la componente de correntada los
valores son menores y con menores diferencias dentro del canal. Adema´s, el ma´ximo se
encuentra en las zonas cercanas a la pared, mientras que el mı´nimo es en la transicio´n
con la capa de corte del centro del canal, donde las inestabilidades se presentan ma´s
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.12: Gra´ficos espacio-tiempo de curvas de nivel para la velocidad media adimensional
(u¯/u∗ma´x). En la direccio´n horizontal se representa la fase y en la vertical la altura en unidades
de pared. Las curvas se grafican cada 3 unidades adimensionales, l´ıneas llenas valores positivos
y punteadas para los negativos. Las l´ıneas negras de mayor grosor indican la ubicacio´n de los
extremos de la velocidad.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.13: Gra´ficos espacio-tiempo de curvas de nivel para la velocidad media adimensional
(u¯/u¯∗). En la direccio´n horizontal se representa la fase y en la vertical la altura en unidades
de pared. Las curvas se grafican cada 3 unidades adimensionales, l´ıneas llenas valores positivos
y punteadas para los negativos. Las l´ıneas negras de mayor grosor indican la ubicacio´n de los
extremos de la velocidad.
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Figura 3.14: Evolucio´n de la tensio´n de corte en la pared adimensionalizado con el valor teo´rico
laminar τs = ρ(Au)
2/
√
Rew a lo largo del ciclo para todos los valores de α.
regularmente para todo el ciclo. La Figura 3.16 muestra la integral en la altura del
canal de la fraccio´n de las tensiones de Reynolds contenidas en los armo´nicos de orden
superior,
∫ h
0
||ε−u′w′ ||/|| − u′w′||dz, los valores menores implican un comportamiento de
mayor linealidad. Es claro que los casos de transicio´n presentan la mayor no linealidad,
presenta´ndose los mayores valores entre α = 0.015 y 0.075, auc = 2.8 a 0.9. Se puede
concluir que una de las mayores diferencias entre los casos dominados por la oscilacio´n,
la corriente y de transicio´n es la cantidad de energ´ıa contenida en los modos ma´s altos
que el fundamental y si los armo´nicos resultan filtrados ([10]).
Del corte en la pared tambie´n es interesante ver su amplitud y desfase respecto a
los valores del resultado laminar de Stokes, en la Figura 3.17. Adema´s se grafican los
resultados experimentales de [7]. En los casos dominados por la oscilacio´n de α = 0
hasta 0.015, la relacio´n entre el valor obtenido y el teo´rico de Stokes se mantiene
pra´cticamente constante, τw/τs ≈ 1.45. Sin embargo, los valores caen sistema´ticamen-
te por encima de los valores experimentales, obtenidos empleando un Reynolds mayor
que garantiza turbulencia en todo el ciclo. Al aumentar la correntada el flujo tien-
de a un estado de cuasiequilibrio y el corte es controlado por la formula de Blasius
τw = 0.048 (uˆch/ν)
−1/4(ρuˆ2c/2) (ver [7]), confirma´ndose que los resultados para α > 0.5
siguen su pendiente. Con el retraso respecto a u¯c ocurre algo similar, se mantiene
pra´cticamente constante en α ≤ 0.015, ϕτ − ϕuc ≈ 12.5◦. Los valores obtenidos se
diferencian bastante de los resultados experimentales obtenidos, y de lo esperable de la
teor´ıa, ϕτs = 45
◦. Existen dos factores que pueden explicar este feno´meno. En primer
lugar, [15] propone que para valores de ω+ bajos (es decir α altos) los resultados son
dependientes del nu´mero de Reynolds, ya que a e´stas frecuencias la capa l´ımite de
corte se vuelve mayor y puede superar al centro del canal, con lo que las dos paredes
interfieren entre si. Del trabajo citado se deduce que para garantizar que las paredes no
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Figura 3.15: Fraccio´n de las tensiones de Reynolds u′w′ contenidas en frecuencias mayores a
la fundamental.
Figura 3.16: Integral para toda la altura del canal de la fraccio´n de las tensiones de Reynolds
contenidas en frecuencias mayores a la fundamental.
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Figura 3.17: Componente AC del corte en la pared: amplitud y retraso.
interfieren entre si, y que los resultados sean independientes del nu´mero de Reynolds,
la frecuencia debe ser [15]:
ω+ =
ων
uˆ2∗
 2
9
1
Re∗
(
1
κ
ln Re∗ + 1.54
)
. (3.1)
En las simulaciones realizadas, salvo para los casos dominados por la corriente, los
valores de ω+ son del orden de la frecuencia mı´nima necesaria. Por lo tanto es esperable
que la pared superior e inferior del canal interfieran entre si, provocando que los valores
de τw sean dependientes del nu´mero de Reynolds empleado para los casos con oscilacio´n
dominante y de transicio´n.
En segundo lugar, el efecto de la turbulencia transitoria se presenta de dos modos
distintos. Durante gran parte del ciclo, cuando el flujo se comporta de manera laminar,
las capas de fluido con momento y velocidad alta del centro del canal no son llevadas a
la pared por la turbulencia, lo que provoca que el corte medio en la pared τˆw disminuya.
Sin embargo las no linealidades del flujo, evidenciadas como como las protuberancias
centradas en ωt = 90◦ y 270◦ en los gra´ficos de la Figura 3.14 para los casos dominados
por la oscilacio´n, producen un aumento en la amplitud del corte. Por lo tanto el valor
de e´sta, aparentemente constante para α = 0 hasta 0.015, se debe principalmente a
los efectos del estallido en la turbulencia al desprenderse la capa l´ımite. Durante estas
fases, la turbulencia generada genera un efecto de mezclado, transportando las capas
con gran velocidad del centro del canal hacia la pared, aumentando el corte.
La Figura 3.18 muestra los gra´ficos espacio-temporales del corte viscoso adimen-
sional τ¯v/(ρu
2
∗,ma´x) = ν/u¯
2
∗,ma´x(du¯/dz) y el corte total, suma del corte viscoso y los
esfuerzos de corte de Reynolds −u′w′/u2∗,ma´x. Lo primero que se puede destacar es que
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.18: Gra´ficos espacio-tiempo de curvas de nivel para la tensio´n de corte viscosa
y total. El corte viscoso τV /(ρu
2
∗ma´x) = ν/u
2
∗ma´xdu¯/dz se muestra en curvas de color
blanco. El corte total (suma del corte viscoso y las tensiones de Reynolds) se muestran
en curvas de nivel de color negro rellenas en escala de grises. Las curvas se grafican cada
0.2 unidades adimensionales. Las l´ıneas de mayor espesor blancas indican la ubicacio´n
de los extremos de la velocidad en cada fase (ver Figura 3.12), mientras que las negras
indican el nivel de tensio´n de corte total igual a cero.
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la curva de valor cero del esfuerzo total y la ubicacio´n de los ma´ximos de velocidad (es
decir donde du¯/dz = 0) no coinciden exactamente. Para los casos donde la correntada
no es dominante se observa un crecimiento ra´pido del corte viscoso en las fases donde
se produce el estallido de turbulencia, da´ndose una protuberancia que crece hacia el
centro del canal en las curvas de nivel. Al aumentar α estas protuberancias desapare-
cen, y los efectos viscosos se confinan a un a´rea ma´s regular cerca de la pared. Adema´s,
los efectos se confinan al primer hemiciclo de oscilacio´n, desapareciendo los efectos de
la segunda mitad y tomando el corte siempre valores negativos. Tambie´n estos efectos
comienzan de manera ma´s prematura abarcando cada vez un mayor nu´mero de fases,
hasta empezar a abarcar todo el ciclo para el caso totalmente dominado por la corrien-
te. En los casos donde los efectos oscilatorios son predominantes se puede ver que los
ma´ximos de corte total se encuentran en la pared en ωt ' 90◦ y luego penetran dentro
del canal al desarrollarse la capa de corte oscilatoria. Al aumentar la correntada este
efecto se pierde, por lo que el hemiciclo en el gra´fico espacio-tiempo se observa ma´s
vertical.
3.2.3. Balance de energ´ıa cine´tica turbulenta.
La energ´ıa cine´tica turbulenta (TKE), definida como k = (u′2 + v′2 + w′2)/2 repre-
senta la mitad de la traza del tensor de esfuerzos de Reynolds y por ende una medida
de la turbulencia en el flujo. En la Figura 3.19 se muestra la TKE adimensionalizada
con u2∗,ma´x. Para α = 0 se observa que el ma´ximo de TKE corresponde a las fases de
ma´xima velocidad y gradiente de presio´n nulo, ωt ≈ 90◦ y ωt ≈ 270◦, al despren-
derse la capa l´ımite. A partir de ωt ≈ 135◦ la turbulencia en la cercan´ıa de la pared
(zu∗,ma´x/ν < 10) cae abruptamente, producto del rol de las fuerzas viscosas en la TKE.
En ωt ≈ 225◦ los niveles de turbulencia vuelven a aumentar de manera ra´pida con el
desarrollo de inestabilidades dentro del flujo acelerado. Lo mismo ocurre de manera
sime´trica para ωt ≈ 315◦ y ωt ≈ 15◦. Adema´s, siendo e´sto va´lido para todos los casos,
la TKE cae a valores muy bajos en algunas partes del ciclo de oscilacio´n, confirman-
do que, para el valor elegido de Reω, el flujo se encuentra en un estado de transicio´n
laminar-turbulenta. Tambie´n, las inestabilidades para capas alejadas de la pared esta´n
atrasadas debidas a la inercia propia del flujo en la capa de corte del centro del canal,
pero este efecto disminuye al aumentar la correntada.
Para todos los casos se observa que el ma´ximo de TKE se mantiene a una distancia
constante desde la pared zu¯∗,ma´x/ν ' 12 y alrededor de ωt ∼ 85◦, coincidiendo en
altura con lo observado en capas l´ımites estacionarias. Esto se puede observar mejor
por medio de la Figura 3.21a, que muestra la evolucio´n temporal del valor ma´ximo de la
energ´ıa cine´tica turbulenta en el canal para cada fase. Se puede observar que si bien su
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posicio´n temporal varia, esto no sigue un comportamiento distinguible. Es destacable
que el ma´ximo no sigue el comportamiento esperable de aumentar al aumentar la
componente de correntada y el valor de las velocidades medias, sino que presenta un
ma´ximo en el caso donde la correntada y oscilacio´n esta´n balanceadas en α = 0.05,
auc = 1.
Para α > 0.05 la turbulencia en el segundo hemiciclo disminuye marcadamente y el
primero abarca tiempos mayores. Es de esperar que si aumenta au´n ma´s la correntada
estos gra´ficos alcanzar´ıan el comportamiento cuasiesta´tico esperado para el flujo en
un canal, con capas horizontales separadas y un comportamiento temporal de mayor
uniformidad, a pesar de adimensionalizar con u∗,ma´x. Adema´s es destacable que para
α = 0.2 cerca de ωt = 270◦ las curvas de TKE se unen a una altura mayor que la del
ma´ximo, zu¯∗,ma´x/ν ' 50, evidenciando un mayor espesor de la subcapa viscosa para
esta´s fases, en las que el gradiente de presio´n resulta ser el mı´nimo.
En la Figura 3.20 se muestran los mismos gra´ficos, pero adimensionalizados con la
velocidad de corte correspondiente a cada fase u¯∗. Los resultados tienden a infinito en
los cruces por cero de u¯∗ (ver Figura 3.14). Se confirma que los ma´ximos de TKE se
producen a una distancia de la pared independiente de α, zu¯∗,ma´x/ν ' 12, similar a
la esperada para el caso estacionario. Esto demuestra que, al menos en este compor-
tamiento, el flujo se asemeja a un flujo cuasiestacionario. Es interesante observar que
existe un ma´ximo local de TKE, fuera de las fases donde u¯∗ → 0, presente algunos
grados antes que en la Figura 3.19. Observando la evolucio´n del corte en la pared en
funcio´n del tiempo (y por ende la evolucio´n de la velocidad de corte) vemos que esto
puede explicarse por la protuberancia de este alrededor del estallido de turbulencia.
Al aumentar la correntada, este efecto en los gra´ficos de TKE se ve acentuado y el
ma´ximo se presenta para fase cada vez menores.
Entre α = 0.1 y α = 0.2 existe un cambio marcado de comportamiento. Los valores
de TKE tendiendo a infinito dejan de presentarse, al no existir un cruce por cero de
la velocidad de corte. El gra´fico de TKE entonces se asemeja al correspondiente a un
caso estacionario, donde las variaciones se presentan u´nicamente en z y la evolucio´n
temporal pierde relevancia. Sin embargo, es importante no perder de vista que este
efecto se debe al comportamiento de la velocidad de corte, y no a un cambio en el
comportamiento de la TKE distinto al explicado en los pa´rrafos anteriores.
En la Figura 3.21a se muestra la evolucio´n del ma´ximo de la energ´ıa cine´tica tur-
bulenta adimensional dentro del canal. Es interesante observar que el ma´ximo no se
produce en ningu´n caso en ωt = 90◦, sino que se encuentra adelantado entre 5 y 10◦,
exceptuando el caso de α = 0.075. En la Figura 3.21b se presenta la evolucio´n temporal
de la integral de la energ´ıa cine´tica turbulenta adimensional para toda la altura del ca-
3.2 Resultados 49
nal. En este caso los ma´ximos se encuentran atrasados respecto a ωt = 90◦, debie´ndose
esto a la forma inclinada de los contornos en la Figura 3.19 producto de la inercia del
centro del canal. En ambas Figuras, 3.21a y 3.21a, se observa que el comportamiento
para α = 0 no es sinusoidal, a pesar de ser sime´trico en ambos hemiciclos. Al aumentar
la componente de correntada el segundo ma´ximo disminuye, y para α = 0.2 la evolu-
cio´n respeta un comportamiento sinusoidal de la mitad de la frecuencia. El aumento
del comportamiento sinusoidal es coherente con lo observado en las Figuras 3.15 y 3.16.
Es interesante observar que para la evolucio´n del corte en la pared, Figura 3.14, tam-
bie´n se presenta un aumento en la linealidad del mismo al aumentar la componente de
correntada, sin embargo la frecuencia de e´ste corresponde a ω y no a ω/2 como para
la TKE.
Recordando la ec. (2.16) la ecuacio´n de balance de la energ´ıa cine´tica turbulenta
puede escribirse como
D¯k
Dt
= P − ε−∇.T ′, (3.2)
donde D¯k/Dt es la derivada total de k, ∇.T ′ es el transporte total neto de TKE, P es
la produccio´n y ε es la disipacio´n viscosa de TKE. Para los casos simulados la derivada
total se reduce simplemente a la derivada temporal local ∂k/∂t. El transporte total se
puede, adema´s, separar en los tres te´rminos que lo conforman, el transporte viscoso
∇.T ′v, por conveccio´n turbulenta ∇.T ′T y por presio´n ∇.T ′P .
Las Figuras 3.23 y 3.24 muestran los gra´ficos espacio-tiempo de la produccio´n adi-
mensional ν/u¯4∗,ma´x
P y ν/u¯4∗P , las Figs. 3.25 y 3.26 la disipacio´n viscosa adimensional −ν/u¯4∗,ma´xε y
−ν/u¯4∗ε y en las Figs. 3.27 y 3.28 el transporte total de TKE ν/u¯4∗,ma´x∇.T ′ y ν/u¯4∗∇.T ′.
La derivada ∂k/∂t presenta valores sumamente bajos durante todo el ciclo de oscilacio´n,
por lo que se omiten sus gra´ficos.
En el caso de la produccio´n, Figura 3.23, se observa que para todos los casos el
ma´ximo se mantiene a una altura constante de zu¯∗,ma´x/ν ' 10. La diferencia entre el
cero de corte viscoso y el ma´ximo de velocidad, visto en la Figura 3.18, tiene como
consecuencia una pequen˜a regio´n de produccio´n negativa, encerrada en la curva de
nivel cero graficada. La seccio´n del canal en que la produccio´n es relevante se mantiene
aproximadamente constante alrededor del ma´ximo sin importar el valor de la compo-
nente de correntada. Sin embargo el segundo hemiciclo desaparece y el primero abarca
mayor tiempo centrado en el ma´ximo. Este comportamiento se repite en todos los
gra´ficos espacio-tiempo expuestos. Al observar los mismo gra´ficos, pero utilizando u∗
para adimensionalizar, se observa que el ma´ximo de produccio´n, para todos los casos,
se presenta en zu¯∗,ma´x/ν ' 10, de manera ana´loga al caso estacionario. Sin embargo,
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.19: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la energ´ıa cine´tica turbulenta
(TKE) promediada por fase (k/u2∗,ma´x). Las curvas se grafican cada 0.5 unidades adimensio-
nales. Las lineas negras indican la ubicacio´n de los extremos de la velocidad en cada fase (ver
Figura 3.12).
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.20: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la energ´ıa cine´tica turbulenta
(TKE) promediada por fase (k/u¯2∗). Las curvas se grafican cada 0.5 unidades adimensionales. Las
lineas negras indican la ubicacio´n de los extremos de la velocidad en cada fase (ver Figura 3.12).
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(a)
(b)
Figura 3.21: Evolucio´n temporal de (a) el ma´ximo de la energ´ıa cine´tica turbulenta
ma´x(k/u2∗,ma´x) y de (b) la integral de la energ´ıa cine´tica turbulenta en toda la altura del ca-
nal
∫ h
0
(k/u2∗,ma´x)dz.
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y de la misma forma que se observo´ en los gra´ficos de TKE, en los casos dominados
por la oscilacio´n se produce un primer ma´ximo de produccio´n coincidente con el inicio
del estallido de turbulencia, ωt ' 80◦. Sorprendentemente este ma´ximo se produce a
mayor distancia de la pared que los ma´ximos de produccio´n para el resto del ciclo. En
el segundo hemiciclo este primer ma´ximo se pierde al aumentar α. Para α = 0.2, al no
cruzar por cero la velocidad de corte, el comportamiento de la produccio´n es similar
al caso estacionario, sin poderse observar una influencia de la componente oscilatoria.
En la Figura 3.5 se observa que la turbulencia esta´ presente durante todo el ciclo de
oscilacio´n, lo que se es compatible con la presencia de produccio´n durante todo el ciclo
que se puede observar.
Es apropiado analizar el significado de la produccio´n negativa durante el ciclo.
A modo de ejemplo, comparemos esquema´ticamente un canal con perfil sime´trico y
asime´trico de velocidad media, Figura 3.22. En el primer caso la tasa de transferencia
de momento alrededor de la l´ınea del ma´ximo de velocidad (o, de manera equivalente,
la l´ınea de gradiente nulo de la misma) es de la misma magnitud, por lo que las
tensiones de Reynolds son sime´tricas respecto a dicha l´ınea. Al analizar los signos de
∂u¯/∂z y −u′w′ se tiene que la produccio´n de TKE es siempre positiva, por lo que la
energ´ıa en transferida de las escalas macrosco´picas del flujo medio hacia las escalas
turbulentas. En cambio, para el caso asime´trico se tiene que alrededor de la l´ınea de
gradiente nulo de velocidad la tasa de transferencia de momento es desigual, debido
a la mayor velocidad media debajo de la misma (en este ejemplo en particular). A
causa de e´sto la altura para la cual se tiene una transferencia nula de momento o, lo
que es lo mismo, la altura para la cual las tensiones de Reynolds medias son nulas se
encuentra desplazada hacia alturas menores. En la regio´n entre ambas l´ıneas, debido al
signo opuesto de ∂u¯/∂z y −u′w′, se da produccio´n de TKE negativa. E´sto significa que
existe una transferencia de energ´ıa desde las escalas turbulentas hacia el flujo medio. Es
importante destacar que modelos de turbulencia basados en una viscosidad turbulenta
νt (eddy viscosity, −u′w′ = νt∂u¯/∂z ) obligan a que los ceros de ∂u¯/∂z y −u′w′ sean
coincidentes, producto de que la viscosidad turbulenta deber´ıa ser infinita si los mismos
no coincidieran e inclusive tomar valores negativos.
Por su parte, la disipacio´n viscosa ε, Figura 3.25, presenta el comportamiento es-
perado, con ma´ximos en la pared. Si se adimensionaliza con la velocidad de corte
correspondiente a la fase, Figura 3.26, los gra´ficos para α = 0.005 a 0.015 son similares
al caso puramente oscilatorio. Para α mayores se puede ver que el primer ma´ximo se
adelanta desde ωt ' 80◦ en α = 0.015 hasta 0◦ en α = 0.1. Para α = 0.2, Figu-
ra 3.26h, se presenta disipacio´n viscosa para todo el ciclo de oscilacio´n, mostra´ndose
como bandas horizontales de igual magnitud en el gra´fico espacio tiempo. Sin embargo,
a diferencia de la produccio´n, el efecto de la oscilacio´n es apreciable.
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Figura 3.22: Esquema comparativo entre un canal con perfiles sime´tricos y asime´tricos de
velocidad media, dando lugar a una zona de produccio´n de TKE negativa.
El transporte total de TKE, −∇.T ′, Figura 3.27, muestra un ma´ximo fuerte en
la regio´n entre el ma´ximo de produccio´n y de disipacio´n, por debajo de zu¯∗,ma´x/ν '
20, transportando el exceso de energ´ıa cine´tica turbulenta en direccio´n a la pared
donde es disipado. Utilizando u¯∗ como escala de velocidad, Figura 3.28, se observa
un comportamiento similar al visto para la disipacio´n al aumentar la componente de
correntada. Para α = 0.2, Figura 3.28h, es destacable que si bien la influencia de la
oscilacio´n es perceptible, la curva de nivel cero para la cual el transporte total es nulo
se mantiene a una altura constante de zu¯∗/ν ' 5.5.
En la Figura 3.29 se muestran los perfiles de los te´rminos del balance de TKE en
el canal para las fases ωt = 90◦ en la zona cercana a la pared. Todas las cantidades
se encuentran adimencionalizadas con ν/u4∗,ma´x, al igual que en las figuras anteriores.
Adema´s se incluyen, en color gris, los te´rminos que componen el transporte de TKE,
(∇.T ′)p, (∇.T ′)T y (∇.T ′)V . Se seleccionaron los casos correspondientes a α = 0.005,
0.05 y 0.2, correspondiendo al re´gimen dominado por la oscilacio´n, de transicio´n y por
la correntada, respectivamente. Se observa que los comportamientos son equivalentes,
correspondiendo a la fase aproximada de mayor velocidad y mayor produccio´n de tur-
bulencia para todos los casos. Los comportamientos para todos los valores de α son
equivalentes, asemeja´ndose al caso estacionario. Se presenta un pico de produccio´n en
zu∗,ma´xν ' 10 compensado con ma´ximo del transporte hacia la pared. La disipacio´n es
ma´xima en la pared y luego decae, mientras que la contribucio´n del gradiente local de
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.23: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la produccio´n de la energ´ıa
cine´tica ν/u4∗,ma´xP. Las curvas se presentan cada 0.02 unidades adimensionales. En negro, la
curva de nivel cero, encerrando una pequen˜a a´rea de produccio´n negativa.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.24: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la produccio´n de la energ´ıa
cine´tica ν/u¯4∗P. Las curvas se presentan cada 0.02 unidades adimensionales. En negro, la curva
de nivel cero, encerrando una pequen˜a a´rea de produccio´n negativa.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.25: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la disipacio´n viscosa −ν/u4∗,ma´xε.
Las curvas se presentan cada 0.02 unidades adimensionales.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.26: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel de la disipacio´n viscosa −ν/u¯4∗ε.
Las curvas se presentan cada 0.02 unidades adimensionales.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.27: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel del total de transporte de energ´ıa
cine´tica turbulenta ν/u4∗,ma´x∇T ′. Las curvas se presentan cada 0.1 unidades adimensionales. En
negro, la curva de nivel cero.
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(a) α = 0 (b) α = 0.05
(c) α = 0.005 (d) α = 0.075
(e) α = 0.01 (f) α = 0.1
(g) α = 0.015 (h) α = 0.2
Figura 3.28: Gra´ficos espacio-tiempo de las curvas de nivel del total de transporte de energ´ıa
cine´tica turbulenta ν/u¯4∗∇T ′. Las curvas se presentan cada 0.1 unidades adimensionales. En
negro, la curva de nivel cero.
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TKE es menor para esta fase. En cuanto a los te´rminos que componen el transporte,
en la pared el transporte por difusio´n viscosa es dominante, con un pico del transporte
convectivo en zu∗,ma´xν ' 4. El transporte por presio´n es despreciable. La u´nica dife-
rencia entre todos los casos son las magnitudes, presentando el caso de transicio´n los
valores mayores, mientras que el caso dominado por la corriente es el menor.
En las Figuras 3.30 y 3.31 se muestran los perfiles para la fase ωt = 0◦ en la
regio´n cercana a la pared y toda la altura del canal, respectivamente. Alrededor de
esta fase se presenta la menor cantidad de TKE de todo el ciclo para el caso dominado
por la oscilacio´n, de las Figuras 3.19 y 3.21. Para α = 0.005 cerca de la pared se ve
que todos los te´rminos son dos ordenes de magnitud menores que para ωt = 90◦. Se
tiene un ma´ximo de produccio´n en zu∗,ma´xν ' 20, luego decae e incluso toma valores
negativos entre zu∗,ma´xν ' 38 y 58 por las razones ya expuestas en la seccio´n anterior.
Sin embargo es importante notar que los valores negativos son pequen˜os, y la energ´ıa
transportada de la turbulencia al flujo medio es despreciable. En esta regio´n la difusio´n
es compensada por el transporte y la derivada local ∂k/∂t, que reemplaza el transporte
al entrar en el canal. En cuanto a los te´rminos de transporte se observa que el trasporte
por presio´n es ma´s importante que el convectivo en las cercan´ıas a la pared. Para α = 0.2
el comportamiento es ide´ntico que para ωt = 90◦, como es de esperar al ver las Figuras
3.19-3.27. Sin embargo, la contribucio´n de la derivada local de TKE tiene un pico
de mayor importancia en zu∗,ma´xν ' 5, donde es del mismo orden que el transporte
total. Por su parte para α = 0.2 se observa un comportamiento de transicio´n, con
valores del orden de los vistos α = 0.005 y perfiles similares a los de α = 0.2 a mayor
distancia de la pared. Por ejemplo, el pico de produccio´n de zu∗,ma´xν ' 10 se presenta
en zu∗,ma´xν ' 50.
Observando el comportamiento en toda la altura del canal, Figura 3.31, para el caso
dominado por las oscilaciones se tiene un segundo ma´ximo de produccio´n en zu∗,ma´xν '
300, regio´n en la que adema´s todos los te´rminos de la ecuacio´n de balance de TKE son
del mismo orden. Este ma´ximo es compatible con una capa de corte dentro del canal,
explicando la forma inclinada de la TKE en los gra´ficos espacio-tiempo 3.19. Adema´s,
cerca de zu∗,ma´xν ' 100 la diferencia entre produccio´n y difusio´n es completamente
balanceada por la derivada local ∂k/∂t siendo el transporte total despreciable. Adema´s,
dentro del canal el termino dominante de transporte es claramente el convectivo, con los
otros te´rminos un orden menor. Para α = 0.05 y α = 0.2 los perfiles son equivalentes,
con la diferencia que para el caso intermedio los picos se presentan a mayor distancia
de la pared.
En las Figuras 3.32 y 3.33 se muestran los perfiles para la fase ωt = 270◦ en la regio´n
cercana a la pared y toda la altura del canal, respectivamente. Esta fase corresponde a
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los alrededores de la fase de menor energ´ıa cine´tica turbulenta en el caso dominado por
la corriente, de las Figuras 3.19 y 3.21. Para esta condicio´n el comportamiento es similar
al observado en ωt = 90◦, con los picos a mayor distancia de la pared. Para α = 0.05 el
comportamiento es tambie´n equivalente al del caso dominado por la corriente, pero con
valores un orden menor y mayor importancia de la derivada local de TKE al adentrarse
en el canal.
Viendo toda la altura del canal, Figura 3.33, en el caso de transicio´n se presenta
un ma´ximo de produccio´n en zu∗,ma´xν ' 750, donde adema´s todos los te´rminos son del
mismo orden. Es interesante observar que la derivada local nunca llega a reemplazar
completamente el termino de transporte, como en el caso netamente oscilatorio en
ωt = 0◦ y lo esperable de un comportamiento cuasiesta´tico. Adema´s en el centro del
canal todos los te´rminos, salvo el de produccio´n, no convergen a valores nulos, indicando
comportamientos turbulentos en todo el canal para esta fase. Para α = 0.005 y α = 0.2
los comportamientos son ide´nticos a ωt = 90◦, con la diferencia que en el caso dominado
por la corriente los valores son varios o´rdenes de magnitud menores y en el interior del
canal la presencia de produccio´n y difusio´n son considerables. Para α = 0.05 se observa
la presencia de una nueva capa de corte dentro del canal, de manera equivalente al
caso dominado por la oscilacio´n en ωt = 0◦. La misma se puede observar de manera
ma´s clara en la Figura 3.34 que muestra los perfiles para dicho caso en distintas fases.
Exceptuando los perfiles de 0 y 45◦ en el resto se puede ver la capa de corte presente
lejos de pared, por ejemplo entre z/h ' 0.15 y 0.8 para ωt = 180◦.
En la Figura 3.35 se muestra la evolucio´n te´rminos de los distintos te´rminos del
balance de TKE para seis alturas distintas dentro del canal. Para facilitar la ra´pida
comparacio´n entre los distintos casos, se eligieron las alturas en funcio´n de z/h. En
el caso dominado por la oscilacio´n, α = 0.005, es claro que el efecto de la correntada
solo tiene el efecto de disminuir los valores de los te´rminos en el segundo hemiciclo
de oscilacio´n. Para un ana´lisis detallado de la evolucio´n temporal de los te´rminos del
balance de TKE para el caso puramente oscilatorio, va´lido para esta´ condicio´n, ver
[24].
En el caso de α = 0.05, Figura 3.35b, se puede ver que los ma´ximos debidos al
segundo hemiciclo desaparecen en su totalidad, como ya se hab´ıa visto en las Figuras
3.19 a 3.27. Adema´s, la forma de la evolucio´n temporal posee una mayor simetr´ıa res-
pecto a su ma´ximo. Muy cerca de la pared, z/h = 0.25 %, la difusio´n es completamente
balanceada por el transporte convectivo. Para z/h = 0.75 % la produccio´n pasa a ser
dominante y el transporte disminuye volvie´ndose negativo y dominado por el termino
viscoso. El exceso de produccio´n que no es transportado y difundido contribuye a crear
un pico de ∂k/∂t en ωt = 80◦. En z/h = 2.5 % la difusio´n es comparable al transporte
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hasta ωt = 60◦, luego e´ste disminuye y la derivada local de TKE se hace relevante.
Adema´s, el transporte se encuentra adelantado aproximadamente 60◦ a la difusio´n y
produccio´n.
Aleja´ndose de la pared, en z/h = 12.5 %, todos los te´rminos del balance de energ´ıa
cine´tica turbulenta son un orden menor. El transporte turbulento y ∂k/∂t son compa-
rables, presentado ma´ximos cerca de 60◦ antes que los de P y ε. Ma´s cerca del centro del
canal, en z/h = 50 %, los te´rminos disminuyen otro orden de magnitud. El atraso res-
pecto a la pared ya es evidente, pero el comportamiento es similar a la altura anterior.
Finalmente, en el centro del canal con z = h la produccio´n desaparece completamente
(algo esperable al depender de ∂u/∂z) y el balance, otro orden de magnitud menor,
es completamente dominado por el transporte y la difusio´n. Todas los miembros del
balance de energ´ıa cine´tica turbulenta se encuentran atrasados ∼ 90◦ respecto a sus
valores cerca de la pared.
En la Figura 3.35c, correspondiente a la evolucio´n temporal de α = 0.2, se observa
que la derivada local de TKE, ∂k/∂t es, generalmente, del mismo orden o superior
al transporte total. Adema´s, el atraso de los miembros del balance de TKE para las
alturas cercanas al centro del canal respecto a las cercan´ıas de la pared es menor que
para el caso de α = 0.05, de unos ∼ 50◦. Tambie´n, como ya se hab´ıa visto, la variacio´n
temporal de cada te´rmino para una dada altura es menor, asemeja´ndose ma´s al flujo
estacionario en un canal.
Figura 3.29: Perfiles adimensionales de los te´rminos balance de energ´ıa cine´tica turbulenta
para la fase ωt = 90◦, en negro, para valores seleccionados de α. En gris, los distintos te´rminos del
transporte de TKE. Las cantidades se encuentran adimensionalizadas con ν/u4∗,ma´x. Se muestra
la zona cercana a la pared del canal.
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Figura 3.30: Perfiles adimensionales de los te´rminos balance de energ´ıa cine´tica turbulenta
para la fase ωt = 0◦, para la zona cercana a la pared del canal.
Figura 3.31: Perfiles adimensionales de los te´rminos balance de energ´ıa cine´tica turbulenta
para la fase ωt = 0◦, para toda la altura del canal.
Figura 3.32: Perfiles adimensionales de los te´rminos balance de energ´ıa cine´tica turbulenta
para la fase ωt = 270◦, para la zona cercana a la pared del canal.
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Figura 3.33: Perfiles adimensionales de los te´rminos balance de energ´ıa cine´tica turbulenta
para la fase ωt = 270◦, para toda la altura del canal.
Figura 3.34: Perfiles de velocidad para distintas fases dentro del canal.
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(a) α = 0.005 (b) α = 0.05 (c) α = 0.2
Figura 3.35: Evolucio´n de los te´rminos adimensionales del balance de energ´ıa cine´tica turbu-
lenta para todo el ciclo, a distintas alturas del canal. Estilos de curvas definidas en la Figura 3.29
Cap´ıtulo 4
Conclusiones
Este trabajo presenta los resultados de las simulaciones directas de turbulencia
(DNS) para flujo combinado en un canal con Reω = uωA/ν = 4.95×105 y Re∗ = uˆ∗h/ν
entre 280 y 1770, en el re´gimen de transicio´n de turbulencia intermitente. La relacio´n
entre la amplitud de oscilacio´n y la media de la velocidad en la l´ınea central auc se
vario´ entre 0.5 y 10, en el re´gimen de frecuencias de oscilacio´n bajas. En primer lugar
se realizo´ una validacio´n del co´digo con datos experimentales, arrojando la misma
resultados satisfactorios.
Al observar las velocidades instanta´neas en el canal es evidente el efecto de intermi-
tencia de turbulencia debido al nu´mero de Reynolds elegido. Sin embargo, al aumentar
la correntada estos efectos disminuyen y las inestabilidades duran aproximadamente
todo el ciclo gracias a la mayor inercia del flujo y el aumento local del nu´mero de
Reynolds basado en la velocidad de friccio´n. Adema´s las cantidades turbulentas des-
aparecen en el segundo hemiciclo de oscilacio´n, producto de la menor velocidad media
debido al efecto de la componente de correntada.
En cuanto al comportamiento de las velocidades medias se observa una transicio´n
del re´gimen dominado totalmente por la oscilacio´n a un re´gimen cuasiestacionario
modelado por la componente de correntada dominante. En la transicio´n entre estos
reg´ımenes se observa el desarrollo de la capa l´ımite oscilatoria, cuya influencia no que-
da restringida a la subcapa viscosa. Como consecuencia, se generan capas de corte
dominadas por leyes logar´ıtmicas distintas a las del flujo estacionario en un canal.
Adema´s, los perfiles de velocidades medias promediados en el tiempo caen por debajo
a las de un flujo estacionario, demostrando un aumento del arrastre en el canal en
lugar de la disminucio´n esperada. Por su parte, al observar los perfiles de velocidad
media correspondientes a cada fase adimensionalizados utilizando la velocidad de corte
correspondiente se obtienen perfiles que obedecen la ley de pared y logar´ıtmica solo
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para el caso de α = 0.2. Por su parte, la amplitud de oscilacio´n de la velocidad se
aleja del correspondiente a un caso puramente oscilatorio al aumentar la componente
de correntada.
El corte en la pared presenta un comportamiento con no-linealidades importantes
para los casos dominados por la oscilacio´n, tendiendo a una evolucio´n sinusoidal a lo
largo del ciclo para correntadas mayores. Se muestra que esto se debe, principalmente,
a los armo´nicos de orden superior presentes en los esfuerzos de Reynolds. Los valores
de las amplitudes del corte en la pared en cada caso son siempre superiores a los valores
laminares de Stokes, producto de la turbulencia transitoria en la pared y la influencia
de las paredes entre si. En los gra´ficos espacio-tiempo se puede comprobar que existen
zonas en las que el ma´ximo local de velocidad no corresponde con el corte total nulo,
dando lugar a regiones con produccio´n de energ´ıa cine´tica turbulenta negativa. Final-
mente, son evidentes las regiones de ra´pido crecimiento del corte viscoso al producirse
el desprendimiento de la capa l´ımite.
Al observar los gra´ficos espacio-tiempo correspondientes a la energ´ıa cine´tica turbu-
lenta (TKE) y los componentes de la ecuacio´n de balance de la misma (TKE budget) se
observan una serie de comportamientos en comu´n. En primer lugar, adimensionalizando
con la velocidad de corte ma´xima durante el ciclo, se tiene que el pico correspondiente
a la segunda mitad del ciclo de oscilacio´n disminuye al aumentar la componente de
correntada, desapareciendo completamente para α ≥ 0.05. Por su parte el primer pi-
co, correspondiente a la primera mitad del ciclo, abarca un mayor nu´mero de fases al
aumentar la correntada. Finalmente, exceptuando para la disipacio´n viscosa, los ma´xi-
mos se presentan a la misma altura dentro del canal para todos los casos simulados.
Si en cambio se utiliza la velocidad de corte por fase para adimensionalizar se observa
entonces que el comportamiento para α = 0.005 a 0.015 (auc = 10 a 2.8) es similar
entre s´ı para todos los componentes del balance de TKE, siendo a su vez similares al
caso puramente oscilatorio. Sin embargo, de α = 0.05 a 0.1 (auc = 1 a 0.78) las fases
para las cuales las propiedades divergen, i.e. cuando la velocidad de corte es nula, se
acercan entre si y para el resto del ciclo de oscilacio´n lejos de estas fases se observan
en los gra´ficos bandas horizontales con poca dependencia temporal, asemeja´ndose al
caso estacionario. En el caso particular de α = 0.2 (auc = 0.52) presenta un comporta-
miento cuasiestacionario donde la influencia temporal es pequen˜a para el ciclo entero,
especialmente para la produccio´n de TKE.
Particularmente, los gra´ficos de TKE presentan valores pequen˜os para todo el ciclo
alejado de las zonas de generacio´n de turbulencia, correspondiendo con la turbulen-
cia transitoria presente. Los gra´ficos de produccio´n muestran regiones de produccio´n
negativa para todos los casos salvo el de α = 0.2. El transporte, adimensionalizado
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con la velocidad de corte por fase, presenta un primer cruce por cero para una altura
constante en todo el ciclo de oscilacio´n en el caso de α = 0.2.
Analizando los perfiles de las componentes del balance de TKE para fases seleccio-
nadas y viendo los perfiles de velocidad para las mismas se puede deducir la existencia
de una capa de corte dentro del canal, para los casos donde la oscilacio´n es impor-
tante. Finalmente, en la evolucio´n temporal para distintas alturas dentro del canal de
las componentes del balance de TKE se puede ver que para valores de α mayores a
0.05 no se presenta ningu´n ma´ximo local para la segunda mitad del ciclo de oscilacio´n.
Adema´s, al aumentar la componente de correntada el atraso de las evoluciones cerca
del centro del canal respecto a las cercan´ıas de la pared disminuye.
De los resultados anteriores se puede interpretar que para valores de ω+ menores
a 0.0005 el flujo se puede modelar de manera cuasiestacionaria, calculando las propie-
dades relevantes en cada fase utilizando la velocidad de corte correspondiente, siempre
que esta u´ltima no presente una reversio´n durante el ciclo. Es importante aclarar que
auc < 1 no implica necesariamente que esto se cumpla, ya que en nuestras simulaciones
el corte en la pared cruza por cero incluso para auc = 0.78. Para valores de auc mayores
a 2.8, para las frecuencias ω+ simuladas, el comportamiento se puede modelar como
el caso puramente oscilatorio con una disminucio´n de las propiedades del flujo en el
hemiciclo para el cual la correntada es desfavorable. Los casos de transicio´n presentan
una suma de los comportamientos oscilatorios y cuasiestacionarios. Sin embargo, para
el hemiciclo de oscilacio´n con correntada favorable las propiedades del flujo se asemejan
a las del caso cuasiestacionario.
En el futuro ser´ıa favorable realizar simulaciones para valores de Reω mayores,
garantizando turbulencia durante todo el ciclo de oscilacio´n. Principalmente, se esperan
valores del corte en la pared mayores y por ende comportamientos cuasiesta´ticos para
valores de α menores al visto en el presente trabajo (α = 0.2).
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